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��� [operations research, operational rese-

arch] �����������������������

��� 20����������������������

������ 1908 ���� (A. K. Erlang) ������

������������ (F�W�Lanchester) �����

�������20 �� 20 ����� (Levinson) ����

��������� 30 �������� (Kantoroviq)
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��� [optimization] ������������
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����� [stochastic optimization] 
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(����� ������)

���� [activity analysis] ��� (Operations

Research) �
��
������������	���

����
�����
��	�������������



���������������	��
	
���

�����1951 ���
�� (T. Koopmans) �
����

�	����
	
����	�
	
����	����

�����
	
�������
������

���

�������

������
 (W. Leontief)��
�

���� (K. Arrow)����� (P. Samuelson)��
� (R.

Dorfman)���� (L. Hurwicz) ���
 (H. Scarf)���

����������

������������ (von

Neumann)���� (G. B. Dantzig)��
 (T. A. Tucker)�

�� (H. Kuhn)��� (M. Wood)��� (D. Gale) ����

����������
���
	
���������

��

��
	
��
������	���������

�����
��
������ 20 �� 30 ��	���

��

������ (Walras) ������������

���
������

��������
��� (O.

Morgenstern) �������

���������



�����������������	��������

��

1932�����
��	�

�		��������

������
��(Interindustry Input-Output Model)��

�	�������
����������������

���������
���

�
	
�����
�
������������

��	������	 (Combined Shipping Adjustment

Board)��������� (�������������

�����)�20 �� 40 �������������
�

����
����	 (Cowles Commission) ��
	
�

�����������
���������

���

�������
	
���		����

20 �� 50 ���
	
�������������

��������
	��	��������
	
��

����
�������
	
��
����	���

�
������
��
�����������	
�

(������ �����)

17.1 ������

���� [mathematical programming] ���

���������� (���)
�������
����

�������
������
��	���
������


����
�����������	��
����

��������	�����
����������

���������������������������

���������������������������

�����
��������������	������

�	������������
��

(������ ������)

���� [quadratic programming] �����

�����(�����) ���������	�����

���	�������	���

min xTQx + cTx

s.t. a � x � b

Ax = d,x ∈ R
n

���Q � n×n��� �A � m×n� �a, b ∈ R
n,d ∈

R
m�� Q ����� �������	��������

��� ������������������	����

��

(������ ������)

��[�]�� [separable programming] �
�

�������������������	���	��

������������������	��

min
n∑

i=1

fi(xi)
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s.t.

n∑
j=1

gij(xj) � pi, i = 1, 2, · · · ,m

xj � 0, j = 1, 2, · · · , n�

	����������

(������ ������)

���� [bilevel programming] �	�����

����������, ���������������

��������������������������

����	���������, �����������

����	���������
������������

�	��

������
�������������

�, ��

�����
��������������

��

�����
�
���� x = (x1, · · · , xn)T ∈ X ⊂
R

n,����
�
���� y = (y1, · · · , ym)T ∈ Y ⊂ R
m�

�������	������

min
x∈X

F (x,y)

s.t. G(x,y) � 0,

min
y∈Y

f(x,y),

s.t. g(x,y) � 0,

���F, f : X×Y → R
1,G : R

n×R
m → R

p�g : R
n×R

m →
R

q �������
 X � Y ����������, ��

����������

����	������

��������
��

��
�������	�, �
�������
���

���� (NDP)�O-D �������
��
��; 
�

����	�����������������	�
��

	
, ��	�������������������
, �

�����
��	��

(������ ������)

���� [goal programming] ��
�����

��������������������	��	�	�

���������	��������	������	�

��������
�����������������

�����������������
��������

��1961 ����� (A. Charnes) ��� (W. W. Cooper)

��������
���
��������������

	��������������������	����

���
	���������������������

����������������������	���

������������	������	������

��	����������	��������	����

�����	��������	�����������

���������������������

(������ ������)

���� [geometric programming(GP)] ��

������	��20 �� 60 �����	������

(R. J. Duffin)���� (E. L. Peterson) ��� (C. Zener)

���
�������	� (Westing House) �����

	
�������	���
�	�
���������

������!�������������	�����

������������ n ���
�� x1, · · · , xn > 0,

���� x = (x1, · · · , xn) �������� m ���
�

c1, · · · , cm > 0�m×n���
� (aij), i = 1, · · · , m, j =

1, · · · , n, ��
��

f(x) =
m∑

i=1

cix
ai1
1 xai2

2 · · ·xain
n

���������(posynomial function)� 	 f0(x),

f1(x),· · · , fp(x) � p + 1 ��������������

�������	�����������

min f0(x)

s.t. fk(x) � 1, k = 1, 2, · · · , p�

(������ ������)

������ [posynomial geometric program-

ming (PGP)] ������������������

f0(x), f1(x), · · · , fp(x) ��������	�������

�����

�������������
�

(1) ������������������	���

���
� 	������

zj = lnxj , j = 1, 2, · · · , n,

�

f(x) = g(z) =
m∑

i=1

cie

n∑
j=1

aijzj

.

	����������	 ci > 0, i = 1, · · · ,m, �� g(z)

��������������������

(2) ����������������������

(geometric inequality)�

m∑
i=1

δivi �
m∏

i=1

(vi)
δi

(
�� δi � 0, vi > 0, i = 1, · · · ,m, �

m∑
i=1

δi = 1

)
�	��
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���������	����������������

��������

��
��		��f(x) =
m∑

i=1

cix
ai1
1 xai2

2 · · ·xain
n ��

�	�� ci < 0, ������������(signomial pro-

gramming)��	������������������

�������������

(������ ������)

������ [generalized geometric program-

ming (GGP)] �����������	������

��������������������������

�������������
������������

�����������
�������

�� f : R
n −→ R�X ⊆ R

n 	�����C ⊆ R
n 	�

� f ������������������������

��	��

min f(x)

s.t. x ∈ X
⋂
C�

���� C ���� f�����������
����

��
 D ⊆ R
n ������ g ��

D = {y ∈ R
n| sup

x∈C
[〈x,y〉 − f(x)] < +∞},

g(y) = sup
x∈C

[〈x, y〉 − f(x)], ∀y ∈ D�

�� g ��
 D ���������������

〈x,y〉 � f(x) + g(y),∀x ∈ C,y ∈ D�

��� X ⊆ R
n, ����������

Y = {y ∈ R
n|〈x,y〉 � 0,∀x ∈ X}

���������

��������������������
���

�����������

min g(y)

s.t. y ∈ D
⋂
Y�

�	���������

0 � f(x∗) + g(y∗)

�� x∗ 	��������y∗ 	���������	

0 < f(x∗) + g(y∗) ������������������

(Fenchel) ���	��������!���

f(x∗) + g(y∗) = 0�

����������������������

(������ ������)

����� [semi-infinite programming] ���

��������������������	

min f(x)

s.t. g(x, y) � 0, y ∈ Y

���f(x)� R
n → R�g(x,y) � R

n ×R
m → R����Y

� m ������
�������� y �������

���������������������������

y �����		��������	�
�
������


��
��	��

(������ ������)

������� [nonlinear complementarity

problem] � F (x) 	 n ����� R
n ���
"��

������ (�� NCP(F )) 	��� x ∈ R
n�����

�

x � 0, F (x) � 0, xTF (x) = 0

�	�	 F (x) = Mx + q�M � n �� �q � n ���

����������� LCP(M , q)����� 1964 ��

	���� (R. W. Cottle) �
�����������
�

���������	����������������

���	�����
�����������������

���
������	�
�

�
��
�����


����������	��

(������ ������)

����� [variational inequality] � K 	 R
n

����������� x ∈ K������

(y − x)TF (x) � 0

��� y ∈ K ��	��� F 	 R
n � R

n ���
"��

�	������ VI(K,F )�	 K = R
n
+ = {y ∈ R

n|y � 0}
��VI(K,F ) ����������NCP(F )����	�

������������������������	�


���

�������	��	�����	���

������������

(������ ������)

���� [semi-definite programming] ����

��� �����������	�	

min C�X

s.t. A X = b,

X 
 0�
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���C � n���� �X � n����� �b � m�

���� Mn �� n�� ��Sn �� n���� ��S+
n

������ ������ C ∈ Sn, X ∈ S+
n���� 

A,B ∈ Mn�� A � B ��������� A�B �

�� A�B = Trace(ATB) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aij�bij �aij , bij 	�

� A � B ������ A�B �� ATB �������

��A 	�����A : Sn → R
m���

A X =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A1�X

A2�X

...

Am�X

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
X 
 0 �� X ����� �����	�������

�������� c ���� � ��� x ∈ R
n
+ ���

� X ∈ S+
n������������ ai ������ 

Ai ∈ Sn�����

���
������


���

����
��������������������	

����������������
�����	��

(������ ������)

������ [semi-definite complementarity

problem] �� X �� n����
� ����� (�

m �����	�� n1, n2, · · · , nm ��) �S 	 X ���

� �������S+
n 	 S ����� �������

�����	��� x ∈ S���

x ∈ S+
n , F (x) ∈ S+

n , 〈x, F (x)〉 = 0

�	��� F 	 S −→ S ����������	����

��������	�����������������

���	���������	�����	���� �

��������

(������ ������)

���� [stochastic programming] �����

������

�����������

�����

��

��
�������
�����!
���



	��

������	����

���������

�����	�������

���	
��

�����������


���

����������	 (�) �������������

��

�����

������	���	���


	��������������
������
� (��

�����) 
��
�	���	���	�������



���

������������		���
�

�������		�
	����!���	������



����������������
����
�


����	
��������

��

����������������
���

���
����


���������������

����������

��������������

������
����

���������
����

�����������

��������	�	��

���
������
�������
����
	�

��	
�

����

���������	
�������

��������������


��
���

�

��������	��


������������

��������	���

������������

	
�	�"
����
�������

(������ �����)

���� [distribution problem] �
���



�� {
Z = min cTx

s.t. Ax � b,x � 0
(1)

��������� Z�c�A � b �	

�����
�

���������� ω ∈ Ω �������������

���������{
Z(ω) = min c(ω)Tx

s.t. A(ω)x � b(ω), x � 0�
(2)

�����	���� ω��� (2) �
	���� X(ω)

���� Z(ω)��

�� X(ω) � Z(ω) �
�	���

������������	���������

��

����	���	
	��

	�������������
�	�������

	����� (�) �������������	��	�

���

(������ �����)

���� (�) ���� [two (multiple) stage

program with recourse] �
������

��



���� min{cTx|Ax � b, D1x = b1}��� b1 �



������
����������{
min cTx +Eb1 [min d1y1|W 1y1 +D1x = b1]

s.t. Ax � b

��� W 1 ����� (recourse matrix)�Eb1 ���

b1�
�	�����������y1 ����������
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�

������� b1 �

�������� D1x =

b1�������	������ W1y1�	���!� d1y1�

�����!�������������������


	�

������

��������������

� y1 ���
�����������
������	�



�� b2 ������������ y2 �	�
	��

����� E
[
min dT

2 y2|W2y2 +D2y1 = b2

]
���
���

������������

�� (R. Wets) "����������	�����

���������������������	 b1 �� k

����


�������������� L ����

������� m1 +m2k �������� m1 �� A

����m2 � W ����	 k �����	������

������� (P. Kall) ��	���
���
����

���

(������ �����)

������ [probabilistic constrained prob-

lems] ��	��⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
min f(x)

s.t. G(x)=Pr{gi(x, ξ)�0, i=1, · · · , k}�1−α
h(x) � 0

��������������� x ���� gi(x, ξ) �
0, i = 1, · · · , k �
����
���
� 1 − α ��	�

����
����

�������	
����
��

�� G(x) �������
��������	����

������

�����
������		� ξ �
�	���

���		����� gi ������� G(x) �
��

�
����������������
����
��

� (Prékopa) �
��"����
���� (�� ξ �


�	�� gi ��
�) ���

��
������������	��		��
	

��������������� G(x) �����	��

������ (Monte Carlo) ��; 	�		�
�����

��������


�� ξn 
� ξ��
	�
���

���������	��

(������ �����)

��� [convex function] � S	
������

���
����� S���������� S��� αx1 +

(1−α)x2 ∈ S, ∀x1, x2 ∈ S, ∀α ∈ [ 0, 1]�� S�� X���

����

�� f : X −→ R̄ = R
1⋃{−∞,∞} ��� S ����

����� x1,x2 ∈ S � α ∈ [0, 1] �

f(αx1 + (1 − α)x2) � αf(x1) + (1 − α)f(x2)�

� x1 �= x2 ����������	�� f �������

������	������������
�����

� fi, i = 1, · · · , n�	���� αi � 0��
n∑

i=1

αifi 	��

�; ��� f ����, �������
� r,Sr = {x |
x ∈ S, f(x) � r} 	������ fi, i = 1, 2, · · · , n�	�
��� f(x) = max{fi(x) | i = 1, · · · , n} 	���

�� f �����, �� −f 	������	�	

��������������� (O. L. Hölder)���

( J. L. W. V. Jensen) ���
�� (H. Minkowski) � 20

�������������������

(������ ������)

��� [convex programming] ������	�

�	���� R
n ��������������� f(x) �

���� gj(x)�j = 1, · · · ,m �����hi(x), i = 1, · · · , p,
����������
 D = {x|h1(x) = 0, · · · , hp(x) =

0, g1(x) � 0, · · · , gm(x) � 0} ��������	���
������
����	�
������
���
�

�����������
�
�
����#–��–�


�� (KKT ��) 	��������	��	�	���

� ������	������� ����	�����

(������ ������)

���� [quasiconvex function] � S 	
��

�� X �������f : X → R
1⋃{+∞}�������

x1 � x2 ∈ S��

f(x) � max{f(x1), f(x2)}, ∀x ∈ [x1, x2],

�� f ��������������� (Jensen) ����

���	����	 f 	 R
n ������������ �

〈∇f(x1),x2−x1〉 > 0 =⇒ f(x1) � f(x2)�	 f 	����

������, ��
�
–���� ( Clarke-Rockafellar)

��	������� f �
	�
��� f 	����	

�		��� γ ∈ R1�
�� S(γ) = {x ∈ X | f(x) � γ}
	���

�� f ��������	����� f(x1) �= f(x2)

�	��� x1 � x2�������������	���

f �������������� x1 �= x2�������

�	���������	��������������

	�������� −f 	�������� f �����

��

(������ ������)

���� [pseudoconvex function] ��	���

��
 (Mangasarian) � 20 �� 60 ����������
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������������		�� R
n � n �
���S

� R
n �����f : S → R

1⋃{+∞}����������
��� x,x′ ∈ S� 〈∇f(x), x′ − x〉 � 0 =⇒ f(x) � f(x′)�

�����f(x′) < f(x) =⇒ 〈∇f(x),x′ − x〉 < 0�

���� f ���������������� ∇f(x) =

0�� x 	������

�����	�� x �= x′ � 〈∇f(x), x′ − x〉 � 0 =⇒
f(x) < f(x′)��� f 	 S ���������

� f 	�������	�������� f 	���

������	������

�� f ��������� −f 	�����
(������ ������)

������ [linear fractional programming]

��������������	���������

min f(x) = (pTx + s)/(qTx + t)

s.t. Ax = b,x � 0

���A � m × n � �p, q ∈ R
n, b ∈ R

m, s�t ����

��	����	����
	��
�� �������

�������������� ������	������

�
�
��	������ f(x) ����
�����

��� f(x) �	������������ f(x) 	�	

������������	��������������

�	��	����
	��
��	��	������

����������� —— ���	��������

(Zangwill) ���

(������ ������)

������ [non-differentiable optimization]

������ (����) ��������������

���������������������������

�
���������������MPEC �����	

��������������

��
�������

������� min
x∈Rn

max
i=1,···, m

fi(x), ����������

�����

min u

s. t. fi(x) � u, i = 1, · · · , m,
x ∈ R

n,

�� fi, i = 1, · · · , m, 	�����
� 20 ����$�����������

�
��

	�
�������������

���������

��������	���

�������������

���������
��������������
�

������������������

�������������������	��
	

��� (�� ) ������
	��� (�� ) ����

(������ ������)

��� [subgradient] � f : X → R̄
1 = R

1⋃{−∞,

+∞} ������ X �������� X∗ � X ���

���R
1 ��
������ f � x �����	���

� (��) �� f �������������������

������
	����x∗ ∈ X∗ �� f � x �����

�����������

f(z) � f(x) + 〈x∗, z − x〉, ∀z ∈ X,

���������� f ′(x; d) � 〈x∗,d〉, ∀d ∈ X,����

� (x∗,−1) ∈ Nepif (x, f(x))��� epif = {(x, μ) | f(x) �
μ < +∞,x ∈ X} �� f ����Nepif (x, f(x)) �� epif

� (x, f(x)) �����

(������ ������)

��� [subdifferential] ���	���� (��

�) ��
���	��	����	�����	����

����	�������
����

� f : X → R̄
1 = R

1
⋃{−∞, +∞} ��������

� X ������X∗ � X �������� f � x ∈ X

����	, �� ∂f(x), ���

∂f(x) = {x∗ ∈ X∗ | f(z) � f(x) + 〈x∗, z − x〉, ∀ z ∈ X}�

	 f(x) ∈ R
1 ��f � x ������� f ′(x;d) = inf

λ> 0
λ−1

(f(x + λd) − f(x))= lim
λ↓ 0

λ−1(f(x + λd) − f(x))��� f

	����� (�%���� x �� f(x) < +∞ ���

f �= −∞) � x 	 f ��
� ({x | f(x) < +∞}) �
��
��� f ′(x; d) = sup

x∗∈∂f(x)

〈x∗, d〉����	 ∂f(x) ����

� ∂f(x) = {x∗ | 〈x∗, d〉 � f ′(x;d), ∀ d ∈ X}�
��		���������
"���	�����

��������������� ∂f(x) ����� f � x

�	������� f, fi, i = 1, · · · , n�	������λ >
0, λi > 0, i = 1, · · · , n�� ∂(λf) = λ∂f � ∂

(
n∑

i=1

λifi

)
⊃

n∑
i=1

λi∂fi�X = R
n 	�����

�		�

(������ ������)

��� [convex analysis] 20�����	����

���������������
�����	�����

�����
�����������������	��

�����	�����	��

��	
��������������������

���������������
�����
����
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�	��	�	
������&�����������

����������� (��������������

�)���� (�) �����	�������		����

������������
"��
���	
��	�

����
�����������	
��
�����

���	�������������������	��

��	������������������

�	

��������������������

������������	����
�
�����	�



��
�����������
���

(������ ������)

���� [nonconvex analysis] � 20 ����$

�����	 70 ������	������������

��������
�����
���
"������

���	������������
����������

	���������	��

��	
�	���������	
������


�����������
�������������/�

����D. C. �����������		
 (variational

analysis) 	���	
���	
���, �������

�������	������	
, �	����	
��

������	
���������
���������

������
���
���		������
��

(������ ������)

���� [generalized gradient] ������	

������		���������
�������	

�		�� (��) �
������	�� 20 �� 70 �

���
�
 (F.H. Clarke) �
���������	�

�	��, �
���
�
��	�

�� X 	������ f : X −→ R
1 � x ��	

�
�������
������������ x ��

��������������������� f◦(x;d) =

lim sup
x′→x, t↓0

t−1(f(x′ + td)− f(x′)) 	������� f � x �

�� d���������	������ d	������

�����
������ (x; d) 	�������� f �

x ��������� ∂f(x)���� X∗ ������

∂f(x) = {ζ ∈ X∗ | f◦(x; d) � 〈ζ, d〉, ∀ d ∈ X},

�� X∗ 	 X ������∂f(x) 	 X∗ ����� �∗
�

�� f◦(x; d) = max{〈ζ, d〉 | ζ ∈ ∂f(x)}�
	 X = R

n ��∂f(x) �������

∂f(x) = co{u | ∃{xi ∈ T}∞i=1 → x : u = lim
x

i
→x

∇f(xi)},

�� T �� f �������� R
n\T ������co{· · ·}

���
 {· · ·} ��������
�����	����
��	������	�		������ λ ∈ R

1 ��


���� f : X → R
1 � fi : X → R

1, i = 1, · · · , n, �
∂(λf) = λ∂f � ∂

(
n∑

i=1

λfi

)
⊂

n∑
i=1

λ∂fi�

(������ ������)

��� [quasi-differential] ����
 (V. F. De-

myanov) ����
 (A. M. Robinov) � 1980 �����

������
�������
����
������

�����������

� f : R
n → R �� x0 �	����, �� f � x0 �

	�����, ��������� ∂f(x0), ∂̄f(x0) ⊆ R
n,

��

f ′(x0; d) = max
v∈∂f(x0)

〈v,d〉 + min
w∈∂̄f(x0)

〈w,d〉, ∀d ∈ R
n
�

�� Df(x) = [∂f(x0), ∂̄f(x0)] �� f � x0 ������

	, ��
 ∂f(x0) � ∂̄f(x0) 	����� f �� x0 ��

��	���	�� f ��� Ω �������	���

�, �� f 	 Ω ����������
����#��	

�	���, ���
 [∂f(x0)+B, ∂̄f(x0)−B] �	���

�	, �� B 	����������
, ��������

��������

(������ ������)

B�� [B-differentiable] �"� (S. M. Robinson)

� 1985��
� B����������(Bouligand differ-

ential)�
����
" f : R
n → R

m �� x �	���


������������, �� f �� x�	 B�����

�,������� f ′(x; d)� f �� x���� d� B�

���� ,�� ��� ex(y) = f(y)−f(x)−f ′(x; y−x)

��

lim
y1,y2→x
y1 �=y2

ex(y1) − ex(y2)

||y1 − y2|| = 0,

� f �� x �	� B ����� f ��� Ω ������

�	 B ���, �� f 	 Ω �� B �����


���, �� f �� x �	���
�����, �

� F ��, � f 	 B ������, �� f 	 B ���, �

���� d ∈ R
n, � f ′(·,d) ��, �� f 	 F ����B

��
�����������������������

��, �

lim
y �=x
y→x

f(y) − f(x) − f ′(x; y − x)

||y − x|| = 0�

(������ ������)
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���� [conjugate function] �	
���
�

��
	�����������������������

��������	��1949 ����� (W. Fenchel) �


����������
����������
�	���

� f : R
n → R̄ = R

1⋃{−∞,∞}������ [����–�

�� (Legendre-Fenchel) ��] f∗ : R
n → R̄ �

f∗(x∗) = sup
x∈Rn

{〈x∗,x〉 − f(x)},

� f∗∗ = (f∗)∗ �� f �������
������–�

�� (Young-Fenchel) ���, ����� x,x∗ ∈ R
n �

� 〈x,x∗〉 � f(x) + f(x∗)������� f : R
n → R̄, �

f∗∗ = cl(conf)�� f = f∗∗ 	�		 f 	�����

�������������, ����������

��������� �����
 C ������ h, ��

�� δC ����������� σC���� h�����

h∗ 
�	�
 {x|〈v,x〉 � h(x),∀v} ������	�, �

������ C, � δC � σC �������� C 	�,C∗

� C ����, �� δC �����	 δC∗���, 	 C 	

����, δC � δC∗ �����

(������ ������)

���� [conjugate dual] ��$#, �����

����������������
���������

	�����
�����������, ���

	�

����������������
	��������

�����? 1970 ������ (R. T. Rockafellar) �	

�������
��, 		��������������

(Rockafellar dual)�

����� (P) : min
x∈Rn

f(x)������ ϕ : R
n×R

m →
R̄ = R

1⋃{−∞,∞} �� ϕ(x, 0) = f(x), ��� (P) ���

��� (D) : max
y∈Rm

−ϕ∗(0, y)��� ϕ∗ 	 ϕ ������

��������������, �����	�

�����(weak duality theorem)���� x ∈ R
n �

y ∈ R
m, � f(x) � −ϕ∗(0, y), �

min
x∈Rn

f(x) � max
y∈Rm

−ϕ∗(0,y)�

�����(strong duality theorem)�� x̄ ∈ R
n� ȳ ∈

R
m 	�����(P)�����(D)����, ������

��
	, �

f(x̄) + ϕ∗(0, ȳ) = 0�

��, ���� x̄ ∈ R
n � ȳ ∈ R

m �����	, �� x̄ �

ȳ 	��������������, ���������

(������ ������)

����� [local optimal solution] 

���

�����

min f(x) s.t x ∈ D

�

max f(x) s.t x ∈ D

����� D ���� x̄������������� N�

���� x ∈ N
⋂
D, f(x̄) � f(x) � f(x̄) � f(x)���

x̄ �������������������������

������������	��������������

�����������������
��	�����

����������	���	����
�������

	�������������	����(reverse convex

programming)���������

min f(x)

s.t. g1(x) � 0, · · · , gm(x) � 0,x ∈ R
n

�� f(x)� gj(x)�����������	�������

��	��������������	���
����

	����������

(������ ������)

����� [global optimal solution] 

��

������

min f(x) s.t x ∈ D

�

max f(x) s.t x ∈ D

����� D ���� x̄���� x ∈ D, f(x̄) � f(x)

� f(x̄) � f(x)��� x̄ ���������������

����������������������	����

������������

��
����������

����������	��������	�������

�������������������
�������

(������ ������)

����� [global optimization] ������

�������������
�������	�����

�	������	����
�������������


���������������������	
��

����������	���������������

�������

����������

�����

�	� 	����	�������������
��

�������
�� 
��������������

���������������������������

��	������������������	����

�������	������������
�����



1045

�������������� ( �	���) � DC �

�����
	�������

min f1(x) − f2(x)

s.t. x ∈ R
n

f1(x), f2(x) ��������
������
�	���

��������������
��	%�������

���

(������ ������)

����� [optimality condition] �����

( ���) ����
��	�������������

��������	�����������������

���	��	��������	���	������

�����	��������������������

��������������������������

�����������	���–�
–�����

(������ ������)

��--���� [Kuhn-Tucker conditions] ��

��������������������������

��� x∗ ∈ R
n, ���� p+m �
� μ∗

i (i = 1, · · · , p) �
λ∗

i (i = 1, · · · ,m) ��

∇f(x∗)=

p∑
i=1

μ∗
i ∇hi(x

∗) +
m∑

i=1

λ∗
i ∇gi(x

∗),

λ∗
i gi(x

∗)=0, λ∗
i � 0, i = 1, · · · ,m,

����� x∗���–�
���	�
	� μ∗
i (i=1, · · · , p)

� λ∗
i (i = 1, · · · , m) �����������–�
����

� K-T����"�������������������

�������������–�
�����	���–�


����������������	����������

������������������������

x∗ ����� p+m+ 1 �
� μ∗
i (i = 1, · · · , p) � λ∗

i (i =

0, 1, · · · ,m) ��

λ∗
0∇f(x∗)=

p∑
i=1

μ∗
i ∇hi(x

∗) +

m∑
i=1

λ∗
i ∇gi(x

∗),

λ∗
i gi(x

∗)=0, λ∗
i � 0, i = 1, · · · ,m,

p∑
i=0

(μ∗
i )

2 +
m∑

i=0

(λ∗
i )

2 �=0, λ∗
0 � 0�

�
���������–�
���

�����
�������–�
��	�����

�
 1951 ������������������	���

�����������
��
�# (Karush) �� 1939

�����'����

��	�
�������–�


������
�#–��–�
�� (Karush-Kuhn-Tucker

conditions)���� K-K-T ���

(������ ������)

��--��	 [Kuhn-Tucker point] ���
–�

���������–�
���������� x∗ ���–

�
���	����� x∗ 	����–�
�������

�–�
� x∗, ���
	������� λ∗ ����–�


���	���� (x∗,λ∗) 	��–�
���	����

�������

��–�
����
�#–��–�
� (Karush-Kuhn-

Tucker point)���� K-T �� K-K-T ��

(������ ������)

���� [constraint qualification] �����

���������������–�
–����(KKT �

�) 	���������������"����	��

	�����������	�	�����������

������������ ����������
��

������
��������������������

� �������(Slater condition)�

�������

�������������� x�
	��
�����

������������� x������
�����

gj(x) < 0�

(������ ������)

������ [Lagrange multiplier] �����

�
���	��	
������������
��	


, ������	����
�������������

���������

L(x,u,v) = f(x) + uTg(x) + vTh(x),

�� f(x)�g(x)�h(x) 	��������������

�������������������u ∈ R
m, v ∈ R

p

����������� x�u�v, ���	�������

���	��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇xL(x,u,v) = ∇f(x) + ∇g(x)Tu + ∇h(x)Tv = 0;

∇uL(x,u,v) = g(x) � 0;

∇vL(x,u,v) = h(x) = 0;

u � 0;

∇uL(x,u,v)Tu = uTg(x) = 0�

�����	��������(complementary slack-

ness condition)�

(������ ������)

�����	 [Lagrange saddle point] ����
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����	������� x̄ ∈ R
n, ū ∈ R

m � ū � 0, v̄ ∈
R

p��

L(x̄,u,v) � L(x̄, ū, v̄) � L(x, ū, v̄)

�	��� L(x,u,v)�����������
�	���

�������
���������� u�v ������

y�� L̄(x,y) = L(x,u,v)�L̄ �	�����������

���� x� L̄�����	����� y�����	��

������

�	��������� (von Neumann)

		������������������������

��������������������������

����	����������������	����

������
�	�	�
��������������

������������	�� 	���
�����


�
����

(������ ������)

��� [order of convergence] ���	����

������������	�����		 Q ����	

�		 R ����

��� xk ��� x∗, � εk = ||xk − x∗|| �� p ∈
[1,+∞), ���

Qp = lim sup
k→∞

εk+1

εpk

��� xk ����	���� Q 	���

Rp =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
lim sup

k→∞
ε
1/k
k , � p = 1;

lim sup
k→∞

ε
1/pk

k , � p > 1

� xk �
��	���� R 	���

OQ = inf{p | p ∈ [1,+∞) � Qp = +∞}

��� xk �������� Q �����

OR = inf{p | p ∈ [1,+∞) � Rp = 1}

��� xk �
������ R ����

�����������������������

(������ ������)

���� [linear convergence] ������ xk →
x∗���� Q 	� Q1 �� 0 < Q1 < 1��� xk 	 Q��

��� x∗��� Q1 � 1��� xk 	 Q ������ x∗�

������ xk � R 	� R1 �� 0 < R1 < 1��� xk

	 R ����� x∗��� R1 = 1��� xk 	 R ����

�� x∗������� Q ������� R ������

�����

�������	� Q ���������

lim sup
k→∞

||xk+1 − x∗||
||xk − x∗|| < 1�

(������ ������)

����� [superlinear convergence] ����

�� xk → x∗���� Q 	� Q1 �� Q1 = 0��� xk 	

Q ������ x∗���� R 	� R1 �� R1 = 0���

xk 	 R ������ x∗������� Q ������

�� R ������������

��������	� Q ����������

lim
k→∞

||xk+1 − x∗||
||xk − x∗|| = 0�

(������ ������)

���� [quadratic convergence] ������

xk → x∗���� Q 	� Q2 �� 0 < Q2 < +∞��� xk

	 Q ����� x∗���� R 	� R2 �� 0 < R2 < 1�

�� xk 	 R ����� x∗������� Q �����

�� R �����������

�������	� Q ���������

lim sup
k→∞

||xk+1 − x∗||
||xk − x∗||2 <∞�

������������

(������ ������)

������ [Maratos effect] ��������

������������ (�������) ������

���

����� u−v2 = 0������ 3v2−2u��

�, 	��������	 x∗ = (0, 0)T���	�� ε > 0,

��� x̄(ε) = (u(ε), v(ε))T = (ε2, ε)T � x̂(ε) = (−ε2, 0)T�
�������� ||x̂(ε) − x∗||22 = O(||x̄(ε) − x∗||22)��	�
�� x̂(ε) ���������!��	���� x̄(ε) ��

��������!������������� x̂(ε) ��

����� x̄(ε) �����������̂x(ε) ��	���

� �������

�
	��	����� (Maratos) �� 1978 ��#

'�����
��	�����

(������ ������)

����� [sensitivity analysis] �������

�	
��������� (G. Dantzig) ��������

���������� ����������������

� ��������
���
 ������ “���	


 (sensitivity analysis)”�“������	
 (postoptimal
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sensitivity analysis)”�“�	���	
 (differential sensi-

tivity analysis)”�“�����	
 (parametric sensitivity

analysis)”�“���	
 (stability analysis)”�“�	���

	
 (differential stability analysis)”�“�
	
 (perturba-

tion analysis)” ������#�	���	
������

������������������	
������

������	�������������������

����
	�������	������	����


����� ��	
	����� ���
	�����

(��������
�����
	�	���� ���

�
�����
��� (�������	���
��

����) ���

�����	�����������

	�����
	
������� (critical region)��

(������ ������)

17.2 � � � �

���� [linear programming] �������

���	����������������������

��������	�$�

�������
�����

������������������
��
�	��	

	����	��������������������

��

min cTx

s.t. Ax � b

�� A � m × n � �c�x ∈ R
n, b ∈ R

m�
�����

���������

min cTx

s.t. Ax = b,x � 0

������	 (���������) ��
����

� (Fourier)1823 ���������
����
����

�

�����
 (W. Leontief) � 1933 �������

(L. Kantorovich) � 1939 ��	��������� (von

Neumann) � 1928 � 1937 ���	
���������

����������	��� (G. B. Dantzig) �����

����������
����	���� 1947 ���

�
���������������������	��

�����
���
���������

	������� (von Neumann)������#���

��������������������� (Charnes)�

� 1952 �	��)�����������	�����

�������������������	�� 1954 �

������ (R. Cottle) ����� 1962 ��
���

&�������������	�������1970 �


� (V. Klee) �� (G. Minty) �

����	����

		��������� '�1978 ����������

(L. G. Khachian) �
�������������� (N.

Karmarkar) � 1984 ��
��	�	���������

�����������
���
���������

�������������������, ��, 	�

������������������������? �


�������
��������, �	������

� (S. Smale) ���$��� 18 �	��������

(������ ������)

���� [convex polyhedron] ��������

�
	���
����
��������"�����

�� {x ∈ R
n |Ax � b, A ∈ R

m×n, b ∈ R
m}������

��
�����	�	 b = 0 ����
�����
�

��������������
���������
�

�����������
���������
����

��

(������ ������)

��� [basic variable] � m ����	�n ��

� (n � m) ����	�

x1A1 + · · · + xnAn = b

�� A1, · · · ,An�b � R
m ������ A1, · · · ,An ��

m��� Ai1 , · · · ,Aim ��
	��������
	��

xi1 , · · · , xim ������������������

(������ ������)

����� [basic feasible solution] �����

�����

min cTx

s.t. Ax = b,x � 0

� B �������	������� xB = B−1b � 0�

�� x̄ = (xT
B ,0

T)T ������	�� B ������

����� 0 � (n−m) �����

(������ ������)

�	 [extreme point] � S � R
n �������

� x ∈ S 	 S �����	�		��� λ ∈ (0, 1) � S

���	�� x1 � x2 �� x = λx1 + (1 − λ)x2 �	��

� x ∈ S 	����	�		��	 S ��������

����
��!��
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��	�������
�������� S ����

�������������
������������

������� ������	�������� [�] ��

��� �������
�������

(������ ������)

��� [extreme direction] �� S ���� S′

�� S ���
��� S′ �� S ����������


������������� S′ ���� S′ 	 S ����

[�] �
�������� S ������� S �����

��������������������������

���
�����*�	 S 	��������� (%��

"�) �	� [�] �
������	�� S ����	�

��	��

(������ ������)

���� [simplex method, simplex algorithm]

���� (G. B. Dantzig) � 1947 ��
��������


����������������	�����	���

�����������
�������������	

��������������	����	������	

����	�
���
��	����	�
�����

���������������������������

��
	�����������	����������

����
��������
	������	�	��

�����	�����		�������	�����

��	�	���
�������	������	�

��������������������� ( ���

�)�

(������ ������)

���� [simplex tableau] ����������

min cTx

s.t. Ax = b,x � 0

�����������B�A�����N�A = (BN )�

B = (bij), N = (n1, · · · , nn−m),
	��� cT = (cT
B , c

T
N )�

xT = (xT
B ,x

T
N )��

cTx = cT
BxB + cT

NxN

= cT
BB−1(b − NxN ) + cT

NxN

= cT
BB−1b + (cT

N − cT
BB−1N )xN

�	��������������������		

� (cT
N − cT

BB−1N ) �����������������


����
���	������������	 (cT
N −

cT
BB−1N ) ��������, 

	������ B, ��

������	��

fB = cT
BB−1b 0 cN − cT

BB−1N

(�����) (������) (�������)

b′ = B−1b B′ = I N′ = B−1N

(����� (����	� (�����	

����) ��� ) ���� )

(������ ������)

������ [revised simplex method] �
�

���
�!%��
��������������	�

������	���

fB = cT
BB−1b cT

BB−1

(�����)

b′ = B−1b B−1

(���������)

���
�� m ����n �����������

���	����� (m + 1)(n + 1)�����	����

��� (m+ 1)2������	����		������

	��
���� B̄ ��� B ���������� �

�� B � B̄ ��������
	�	�� B−1B̄ �

������������������
# B−1 �	�

B̄
−1

= (B−1B̄)−1B−1, ���� B̄
−1
����
	� B̄

�������������� ���	����� �

�	��

(������ ������)

������ [dual linear programming] ��

������
���������� (von Neumann) �


���������������������� 20��

40 ������� (G. B. Dantzig) ��
 (A. W. Tucker)

��������������

min cTx

s.t. Ax = b,

x � 0

�� A � m× n � �c�x ∈ R
n,b ∈ R

m��������

��

max uTb

s.t. uTA � c

���	��� u ∈ R
m, ���������������

�� [��] ��(primal linear programming)������
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����������		�������������	

���������	������

max cTx + dTy

s.t. Ax + By = a

Ex + F y � b

x � 0, y��

������

min uTa + vTb

s.t. ATu + ETv � c

BTu + F Tv = d

v � 0, u��

��	���������������
�������	

�
����������������	�������

������������������	��������

�������"�
 (Wolfe)������� (Rockafellar)

������

(������ ������)

�������� [duality theorem of linear pro-

gramming] ����(LP) ������ x �����

(DP) ������ u ���������
�	����

��� cTx � bTu����� LP � DP ��������

���	����������������� x∗ � u∗ �

������� cTx∗ = bTu∗�������������

�	��������

(������ ������)

���� [duality gap] �����������

��� f ∗ ������������� z∗ ������

�����������

(������ ������)

������ [dual simplex method] ����

�	������������������������

�������������� �����������

�������	������������������

������������������ ���
���

���	�����������������������

��

(������ ������)

������ [primal-dual method] � x∗, w∗

	������ (P)�

min cx

s.t. Ax = b (b � 0)

x � 0

������ (D)�

max wb

s.t. wA � c

����������������

(wA − c)x = 0,

� x∗, w∗ 	�� (P) � (D) �����

������������	
����
������


����������� x� w ������ (D)���

����� w������� w���� Q = {i|wai−ci =

0, 1 � i � n}, ai ∈ R
m �� A �� i ������(�

� (AP)�

min 1y

s.t. Ax + y = b,

x � 0, y � 0,

xi = 0, i /∈ Q,

xi � 0, i ∈ Q�

�� y = (y1, y2, · · · , ym)T ������1 = (1, 1, · · · , 1)��
���� (D-AP) ��

max ub

s.t. uai � 0, i ∈ Q,

u � 1�

��� '	�� (AP)��� (x,y)�� y = 0, � x ��

��� (P) ������ (D-AP) � u�� uai � 0, (i =

1, 2, · · · , n)������ (P) �������� x ����

� wb ����������� w�������
 Q��

���		���		���
������������

���������������� ������ (P) �

� x∗����	������
���
��������

�����������

(������ ������)

���� [shadow price] ����������

�#���������	���
�� z∗ ������

bi(i = 1, 2, · · · ,m) ��	������ u∗
i (i = 1, 2, · · · ,m)

������� z∗ =
m∑

i=1

biu
∗
i��� bi +�������


�� z∗ �
����u∗
i =

∂z∗

∂bi
�	�� bi �����
�
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z∗ ��������� bi ��������z
∗ ������

���� bi �����������	���������

	������%�
����������������

����� (Kontorovich) ���	��
���	
��

���
�� (Koopmans) 

	�
�����	���

��
	
������!�������

������


�������������
�������	
��

���"�

(������ ������)

���� [transportation problem] �
	��

� m ��� A1, A2, · · · , Am � n ��� B1, B2, · · · , Bn�

���	�� a1, a2, · · · , am�����	�� b1, b2, · · · , bn�
������ Ai ������ Bj �����
#�#��

���� cij��	������������������

	
m∑

i=1

ai =
n∑

j=1

bj �������������������

�������	�
����������20 �� 30 �

����������� (L. B. Kantoroviq)����


(F. L. Hitchcock) ������	���������–��

�
���������
�������������


��	� 50 ��������������������


�����70% ��������
��

(������ ������)

������ [Hitchock method] ������


��������������������������

�� m ����n ��������
���������

��
	����� m× n � ����������!�

��������������"����	�������

�������!	������!���������


����������
�����������!���

����������
������
������	�

�������������
	���	�&�����

��������������������������

� 1951 ����� (G. B. Dantzig) �
��
�����

���	 ����������������
����

�����������������	��������

���

(������ ������)

����� [graphical method for transporta-

tion] 	�
����
��������������

�������������������
�������

��������������������������

�"������������������������

��������������	����	������

��������
������ ����������

���� (�	��	) ���	 �����������


����	 20 �� 50 ������������
��

�
������
��50 ��������������

�
������"��

(������ ������)

���� [assignment problem] �������

���	�����������)�����	��
	

�
���������	��������������

���������
����������	�����

���	�������
������"	������	

�����	����
���
�	����
���� –

���

� –���	��
����	��
����

�	�� �����	�����
�

!"���	����	������������	

�� (H. Kuhn) 	�!"������� (D. König) ��

����! (J. Egerváry)���������
�����

������	
�	���	�������������

	�����������	�������������

��������
������������	����

(������ �����)

	��� [knapsack problem] ����	�� V

�&��� n ���	�� vi(i = 1, 2, · · · , n) ����	�

� ci ������&���	����	��������

�&�
������������

� xi � 0-1 ��������

xi =

{
1, �� i �����&��

0, ���

�����������

max z =
n∑

i=1

cixi

s.t.
n∑

i=1

vixi � V�

xi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, · · · , n�

�	������������������	 NP �


���

(������ ������)

���� [integer programming] ������

��������

min cTx

s.t. Ax = b, x � 0, x�����
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������������������������

��, ��NP �
�����

��	��, �� A ��

����� b �������������"������

�������������
�
�����%
	��

����������������	
�	�� ���

��#�������
���������������

��������	%����	���� 	��	��

���������������� �������

�����������������
���	"�

������������������������	�

������������������������	�

�����	������

����	�	���������
�������

��������

(������ ������)

������ [mixed integer programming] �

�����������	�����������
��

����
������
������
������


����
	���������		
�����
��

�������!���������
�������	

�������������	��

(������ ������)

������ (0-1 ����) [zero-one integer

programming] �
������������	� 0

� 1�

min cTx

s.t. Ax = b,x � 0, x� (1�0) ��

����	���������������������

�������, �����#����� x1, · · · , xn � n

� 0-1 ���������� P (x1, x2, · · · , xn), �����

���� LP (x1, · · · , xn)�

min cTx

s.t. Ax = b,x � 0,

������� f(x1, x2, · · · , xn)��� �������

P (0, x2, · · · , xn)� P (1, x2, · · · , xn) �������

LP (0, · · · , xn)�LP (1, · · · , xn)�������� f(0, x2, · · · ,
xn)�f(1, x2, · · · , xn)������������������

������������	�����	�������

�	���������������	���������

�		���������������
�������

������������������	���� '�

��	
	�����������	��
�

(������ ������)

����� [totally unimodalar matrix] � A

������ , 	�������� ������ ±1�

��	����� ����� ��$���������
	����������������
��������

�����������

(������ ������)

������� [Gomory cut plane method] �

��� (R. E. Gomory) � 1958 ��
���������

��������������	�����������

�	��
�����������
���������

������������������������� 

'	�������������������������

�
����������	������������	

��	������	����	�������	���

�	�������
	��������	�	��	�

���
��
��
����������������

���	��������	�������������

����	������� '����
������ '

���������
�����������"��	��

�����#��"��������

 '���	�

����
����������������������

�����

(������ ������)

�	� [interior point methods] ����	��

%����������
���� ——�����	��


%����!���	��!������%�����

���
�������
�����

������	�������� min{cTx|Ax = b,

x � 0}�������	 {x ∈ R
n|Ax = b, xj > 0, j =

1, · · · , n}� ��	���������� ������

max{bTw|ATw + s = c, s � 0,w ∈ R
m} �������	

{(w, s) ∈ R
m × R

n|ATw + s = c, sj > 0, j = 1, · · · , n,w ∈
R

m}�
�����������	����������
��

�����������	����������	�����

��������	������������ (primal inte-

rior point methods)������ (dual interior point meth-

ods)��–����� (primal-dual interior point methods)�

��������	��������� ��	�����

������������ (projective scaling method)��
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�"����������"�� (afine scaling method)�

�,������%��,��� (potential reduction me-

thod)�

��������������	��������


�'������
���������$�������

��������������������������

���������

(������ ������)

	�� [ellipsoid method] ����������

������������������� (L. G. Khachian)

� 1979��
�	��������(Khachian method)��

�������� min{cTx|Ax � b,x � 0} ���
��
��������������������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Ax � b, x � 0

ATw � c, w � 0

cTx − bTw � 0

�	������� x∗ ∈ R
n � w∗ ∈ R

m �������

����� x∗ ��������w ∗ ����������

����	�	�������������

������������� Mu � v, �� M 	�

� p × q �� �u ∈ R
q, v ∈ R

p������ �����

����	���*�����������������

����������
���		� Mu � v ���


	���%��
 S
Δ
= {u ∈ R

q|Mu � v}��� S �= ∅�

����� u1 �$���������� E1������

� S
⋂
E1 �= ∅������� Mu1 � v 	��	��	

�	�� u1 ∈ S
⋂
E1 �	�������������	

� S
⋂
E1 	����
���
	�$������%��

S
⋂
E1 ����������� S

⋂
E1 ����

(
�

1

2
E1

��

)
��

1

2
E1��������
������� E2��

1

2
E1 ⊆ E2�������$��	����� u2 ����

�
��	 S
⋂
E1 ⊆ E2��������Mu2 � v 	��

	��	�	�� u2 ∈ S
⋂
E1�������
	 u2 ��


��"�� E2��� S
⋂
E1 ���	����

1

2
E2 ���

���
1

2
E2 �
������� E3���

1

2
E2 ⊆ E3��

����	��
���$ u3 ��� Mu3 � v 	��	�

��� '���������

��
��	� p ��������
������	

��!���	��� V (Ek) � V (Ek+1) �������

����������"�
� V (Ek+1) < e−
1
2 (p+1)V (Ek)�

��	� V (Ek+1) < e−
k
2 (p+1)V (E1)��� e−

k
2 (p+1) �


���!%���
 V (Ek) 

 k ����!������

�����������������!����	����

$���� Mu � v��������"
 S = ∅����

�����������������
�'������

��������������	��
�

(������ ������)

����� [Karmarkar’s algorithm] ����

��	������	����������������

����� 1984����	������� (N. Karmarkar)

�
�
�������������������
���

���
��

�����

��	���������

min cTx

(KLP) s.t. Ax = 0
n∑

j=1

xj = 1, xj � 0, j = 1, · · · , n.

���c,x ∈ R
n, A 	� m × n � ��
 S = {x ∈

R
n|

n∑
j=1

xj = 1, xj � 0, j = 1, · · · , n} 	����	�

���$� x0 =

(
1

n
, · · · , 1

n

)
�x0 � S %����$�

	 r =
1√

n(n− 1)
�S �����
��	 S0 = {x ∈

R
n|

n∑
j=1

xj = 1, xj > 0}�

����������	���������� S ��

� x̄ ∈ S0 �� Ax̄ = 0���	� x̄j , j = 1, · · · , n���
��� n × n ����� X̄ = diag(x̄)��������

�

Tx̄(x) =
X̄

−1
x

eTX̄
−1

x
, ∀x ∈ S,

���eT = (1, 1, · · · , 1) ∈ R
n����� x̄ �
� S ��$

� x0��� S ����
�����%��
�%����

��
	 Tx̄(·) ������������� (KLP) ���

�
���

min
cTX̄y

eTX̄y

(KLP) s.t. AX̄y = 0

eTy = 1

y � 0

���� (KLP) ����ȳ = Tx̄(x̄) 	 S ��$����

���	��	�������� (−X̄c) ������ 
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B̄ =

[
AX̄

eT

]
��������������
���

d̄ = [I − B̄
T
(B̄B̄

T
)−1B](−X̄c)�

�
 d̄���
�#����������� ����
1

n
�

�	���

y′ = ȳ +
α

n

(
d̄

||d̄||
)
, 0 < α � 1

	�� S ������� (KLP) ������

���� y′ 
"������� x′ =
X̄y′

eTX̄y′ ∈ S0

�	 (KLP) ���������������������

������� x̄ −→ ȳ −→ y′ −→ x′ � '����"�

������������

������
�����������������

��	���������	�������������


�����(projective scaling method)��������

�����������������

(������ ������)

17.3 �����

����� [non-linear programming] ����

����(non-linear optimization)��������
��

��������
�������, �����%��

min
x∈Rn

f(x)

s.t. hi(x) = 0, i = 1, · · · , p;
gi(x) � 0, i = 1, · · · ,m.

��, f(x) � gi(x) (i = 1, · · · ,m)�hi(x) i = 1, 2, · · · , p
�	��� R

n ��
�����, ��%���	���

��f(x) �������, hi(x), gi(x) ��������s.t.

	�� subject to(���) ��%�

������
�����	������������

������
���������������� 	�

������������������	���������

����������������

(������ ������)

������� [unconstrained optimization

method] �������	������������

min
x∈Rn

f(x)

�������
�����	�������������

������
�������-��	��������

���������
	� �������������

��������������	�����������

������������������	�������


��	�����	�����������������

������������� (�������)�����

��	����	����

(������ ������)

����� [direct search method] �����

�������������������������


������	�����&��
����

�
��


–$
� (Hooke-Jeeves) ������������&%

�����������
 (Rosenbrock) &������"

���������
� (��	) �!��� 
����

����
���

(������ ������)

���	� [univariate search technique] ��

������

������� n ���&������

���������������������������

������������������
�����
�

����������	
�& ������������

�������� ��������	��	���



������ 0-1 ���	������	��

���

�	���

(������ ������)

���
�� [simplex evolutionary method] �

	�"����	!�������������!�	�

����	����	����
�����
��	��

�������	��� n ����� n + 1 ��
�!�

�� n ���	 (��
�)����!��������"

%����������� n �������� n �!��

���

��$���������$��"����"

��������
���������	��������

�$���	��������	�����	�

(������ ������)


��� [Powell method] �	��������

������������ n �������������

��������� �������(������ '

���

 1. �
�� x1,������ d1, ..., dn, ε � 0, k :=

1.

 2. x
(1)
k = xk;

 3. �� j = 1, 2, ...n )��
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� ᾱ(j) = arg minα∈R f(x
(j)
k + αdj);

� x
(j+1)
k = x

(j)
k + ᾱ(j)dj ;

 4. dj := dj+1(j = 1, 2, ..., n− 1);

dn := x
(n+1)
k − xk;

α∗
k = arg minα∈R f(xk + αdn);

xk+1 = xk + α∗
kdn; �� ||xk+1 − xk||2 � ε �

��

k := k + 1, � 2�

(��������	

�������� ��

d1, ..., dn �	���
�����(������
��

���������	�� n �������������

	���
���
������	��� n ������

���'�����

(������ ������)

����� [parallel tangent method] -��

����
���������
�& ����	���

���� {xk} 	����
����#��������
���������� xk−1 � xk+1 ���	

 k �

����������������������	-��


 xk−1 � xk+1 �������������#����

���	��	�� xk ������� −gk �����

��(� x̄k+1 = xk − μkgk������(� x̄k+1 
��

� xk−1 � x̄k+1 �������������� xk+1 =

x̄k+1 +αk(x̄k+1 −xk−1)������
���������

������������������������

(������ ������)

��� [optimum seeking method] ���
��

�	�������������
�-��
�����


����������
����	-����������

����	'��!%-����-����������

���������	�
��������

����������������������

min z = f(x)

s.t. g(x) � 0,

h(x) = 0

��� x������f(x)������g(x) � 0� h(x) = 0

	�������������������	�����

����������������	�	���	����

�����	��������
��	��������

	��������������������������

����	��
����������
�������

���
����� x������	��	�����

�	���������	������	������0.618�

���	��	�� (��

���)������-���

�������	������
�#��	�������

���&�������������

�����������������	������

�������	������������
������

���
��
������!�
��������	�




���	
��1984 ����������������

����(.������ (optimization) ������

(������ ������)

������ [Fibonacci search] ���	����

���	������� ω =

√
5 − 1

2
���	�	�

3

5
,
5

8
,

8

13
,
13

21
,
21

34
,
34

55
,
55

89
,

89

144
, · · ·

�
�	���
�	�� �������
�
�� 

������������	����
21

34
������ 1 �

-��������
13

34
�� 2 �-�����-�		�

	������������-������������

��-��

�
���	�	���

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, · · ·


����	���	��	�����	����)��

���	�����������)�� (L. Fibonacci) �

������������	��� 3���������	

���
�������

(������ ������)


���� [golden section] �
�������

���	 ω2 = 1 − ω ��
 ω =

√
5 − 1

2
����(golden

number)�����*��
���/	������� ω :

(1 − ω) ����������

����������������� x 	��� (�

	�)����� f(x) 	���������	�����

�����	������	�������

����� f(x) ����� x ����� [0, 1] ��

�� x ������������ 1 �-���� ω ��

� 2 �-�������� 1 − ω = ω2 ����-���

f(ω) � f(1−ω)�"%�� ω2 ��	���0��� [ω2, 1]
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���	 1−ω2 = ω ���
�	-������	���

�	 (ω−ω2):(1−ω) = ω �������
	�� 3�-�

�����������
��	����� f(ω) � f(1−ω)

�		����
��� 2 �-����������-��

������������
����� ω *��� n�-

����������� ω(n−1)�
�� ω < 1 �-���

���������������������

(������ ������)

�0.618�� [�0.618�method] ���	��	�

���
�-������	�	��-���������

����������'���"����	�������

� ω =

√
5 − 1

2
����	� 0.618�� 1 �-����-

���� 0.618 ��� 2�-�������� 0.382 ���

���	�����
	 '
	-������'����

�����	������0.618���

(������ ������)

���� [direction of search] ��������

�����������������	�������	


��	��������
�������������

�����������	��������	����	

�������
	
�������
���������

�	�������
������
�������		�

� ��������������������'����

�'����

(������ ������)

��� [line search] �	���� xk �
	��

������dk ������ {xk + α dk; α ∈ R
1} ���

�������
 ����� � αk������ f(x)�

������� xk+1 = xk + αk dk �����#����

	������� dk �����������������

 �	� αk ����� f(x) ��!%�����

	�

��������� ϕ(α) = f(xk + αdk), ��� ���

 �������������	�
�����
����


�	��������������� !%����


	��������
����������������

��������	�"���������������

�����	���%����������������

�������
��

(������ ������)

���� [exact line search] ��	� ����

��

min{f(xk + αdk); α ∈ R
1}

������� dk �� xk ��������������

����� ϕ(α) = f(xk + αdk) ����������

αk = arg min{dT
k ∇f(xk + αdk) = 0, α > 0}�

���		�� ����������� ϕ(α) ����

����
������ n��� f(x) ���������

��������������
�����%���	�

�
��� ������
�� dT
k ∇f(xk + αkdk) = 0,

���	
������������������ ��

���

(������ ������)

����� [inexact line search] �� ����

������� ϕ(α) = f(xk +αdk)��� dk �� xk ��

��������������� ������#����

��"�������������
���������

��� ����� �����%����������

��	��- ������������ �����"

�
 (Wolfe) ����"�
�����
��������

	 (Goldstein) ����"�
��+�� � α���

f(xk + αdk) � f(xk) + ασ1d
T
k ∇f(xk),

dT
k ∇f(xk + αdk) � σ2d

T
k ∇f(xk),

���σ1 � σ2 	������� 0 < σ1 � σ2 < 1����

� ϕ(α) �����ϕ′(0) = dT
k ∇f(xk) < 0, �� ϕ(α) ��

��������� � α > 0������������ 

���� f(x) �
��������"�
�������

 ���
	����#�����

f(xk) − f(xk + αdk) � c||∇f(xk)||22 cos2 θk,

�� c	
����θk�����dk������−∇f(xk)

�%��

(������ ������)

����� [Armijo line search] �����
�

�������������� dk 	���� f(x)�� xk

��������� dT
k ∇f(xk) < 0����- � α

(0)
k > 0�

�� λ ∈ (0, 1) �� σ ∈ (0, 1) ��	��	�������

	���������� m = 0, 1, 2, · · ·��� α = λmα
(0)
k

�����#����

f(xk + αdk) � f(xk) + ασdT
k ∇f(xk),

�� � α = λmα
(0)
k �����
����������

)�-� � αold ������#�������
��
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����������-� � αnew�����
���

[λ1α
old, λ2α

old] ����� λ1 < λ2 � (0, 1) ������

(������ ������)

��
�� [non-monotone line search] ���

��������	���������������� 

����#��	 ��

�� �1�	������

���#"�������������� “����” �


������������� dk 	���� f(x)�� xk �

�������� dT
k ∇f(xk) < 0�����- � α

(0)
k > 0

���� λ ∈ (0, 1)�σ ∈ (0, 1)�
�������	��


����	�������������� m = 0, 1, 2, · · ·�
�� α = λmα

(0)
k �����#����

f(xk + αdk) � max
0�i�min(m,k−1)

f(xk−i) + ασdT
k ∇f(xk),

�� � α = λmα
(0)
k �����

(������ ������)

���� [iterative algorithm] ����	���

�����
���������
�� '�� ����

��� x0��� k := 0�� �� xk 	������
��

������ “	”���
	��� xk����������

������� xk+1�� � k := k + 1������ ��

������������	����������� �

��������������������������

������ �������������������

����� {xk}����
�������������	
��� ����	������������������

	����

(������ ������)

�	��� [method of steepest descent] ��

�#�	����������������	�����

������������������������ f(x)

��������� xk ���� gk = ∇f(xk)�� gk �= 0,

����� −gk 	���#��������


−gk = arg min
||d||2=||gk||

lim
α→0+

f(xk + αd) − f(xk)

||d||2 �

���#������	��

xk+1 = xk − αkgk�

����� � αk �����
�����

αk = argmin
α>0

f(xk − αgk),

��� (Cauchy) � 1847 ��
����	
�& ���

��������������� sk−1 = xk − xk−1 ��

yk−1 = gk −gk−1��	������� � αk ��
	�

�'�
�

αk =
sT

k−1sk−1

sT
k−1yk−1

= arg min
α∈R1

||(αI)−1sk−1 − yk−1||2,

������ (Barzilai) �#% (Borwein) � 1988 ��
�

�
��
����	����������
�
����

���������	���������

(������ ������)

���� [Hessian matrix] �� f(x1, x2, · · · , xn)

�#$� � f(x1, x2, · · · , xn) ������ 

∇2f(x) =

(
∂2f(x)

∂xi∂xj

)
n×n

�

	 f(x) ��������∇2f(x) 	��� �

(������ ������)

����� [conjugate direction method] ��

�����(conjugate gradient method) �(�����

��(Powell conjugate direction method)����� G �

����� ������� p1, · · · ,pk ��
� G ��

���� pT
i Gpj = 0, ∀i �= j, 1 � i, j � k��	�����	

�	��#$� G �����������������

�	 G ���������������#$� G ��

� n �
��������� n � G ����	����

��
	������� ��������������

�����������������
��������

���������������(����������

���	���������� �����������

����������	��

xk+1 =xk + αkdk,

dk =−gk + βkdk−1,

�� d1 = −g1�βk ����αk �
	������(��

�����	��������������������

�����������������	�	�����

(������ ������)

����� [negative curvature direction] ��

� d �� dT∇2f(x)d < 0, �� d ��� f(x) � x ��

���������#�	 d ��������−d �	�

������������������#������� x

�������� d �� dT∇f(x) = 0, � d � −d ��

�#���� dT∇f(x) �= 0�� d � −d 
�����#
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���	���(���������������#���

����&���������
����'���	���

���'����#���������	��������

���#�����	�������"��������

�#$ (Hesse) � ∇2f(x) �������������

���������

(������ ������)

	�� [Newton’s method] ���������

����������	�	

xk+1 = xk − (∇2f(xk))−1∇f(xk)�

�'�	��� 
�������������� f(x)

�	���� xk ������������'�

��

	������� ∇f(x) = 0 ��'–�����(Newton-

Raphson method)�

�'����	��������
��	 xk �		

�� x∗ �� ∇2f(x∗) �����

||xk+1 − x∗||2 = O(||xk − x∗||22)�

�'�		�����������	����������

������
������������
�
	����


���"�'����

����	� F (x) = (F1(x), · · · , Fn(x))T = 0 ��

'–����������'������	���

xk+1 = xk − (J(xk))−1F (xk),

�� J(xk) = (∇F1(xk),∇F2(xk), · · · ,∇Fn(xk))T 	��

�� F (x)�(��� ��������	�
�� f(x) =

0 ��'�	

xk+1 = xk − f(xk)

f ′(xk)
�

(������ ������)

��--	�� [Gauss-Newton method] ����

�������

min
x∈Rn

||F (x)||22 =
m∑

i=1

(Fi(x))2

�����, ����	��

xk+1 = xk − (J(xk)TJ(xk))−1J(xk)TF (xk),

�� J(xk) = (∇F1(xk),∇F2(xk), · · · ,∇Fm(xk))T 	��

�� F (x) �(��� ���–�'�

�	�����

������

min
d∈Rn

||F (xk) + J(xk)d||22 =
m∑

i=1

(Fi(xk) + dT∇Fi(xk))2

��	�������������

�� J(xk)TJ(xk) �����–�'�����

xk+1 = xk − (J(xk)TJ(xk))+J(xk)TF (xk)�

���–�'���������

xk+1 = xk − (J(xk)TJ(xk) + λkI)−1J(xk)TF (xk),

�� λk � 0 	������������	��–��	�

��

(������ ������)

	���--��
�� [Levenberg-Marquadt

method] �����������

min
x∈Rn

||F (x)||22 =
m∑

i=1

(Fi(x))2

����������	���

xk+1 = xk − (J(xk)TJ(xk) + λkI)−1J(xk)TF (xk),

�� J(xk) = (∇F1(xk),∇F2(xk), · · · ,∇Fm(xk))T 	��

�� F (x) �(��� �λk > 0 	����� λk ���

��	����� k �����������������

��#����� λk+1 = λk/10���� λk �� 10 *��

�����# �

(������ ������)

�	�� [quasi-Newton method] ������

��
$	�������
�������'� Bk �

�
	��������� ∇2f(xk)���'���	��

xk+1 = xk − (Bk)−1∇f(xk),

��'� Bk ����'�	 Bksk−1 = yk−1���

sk−1 = xk − xk−1, yk−1 = ∇f(xk) − ∇f(xk−1)�

��'� �� ����������'	��

BFGS 	�

Bk+1 = Bk − BksksT
k Bk

sT
k Bksk

+
ykyT

k

sT
k yk

,

DFP 	�

Bk+1 = Bk− BkskyT
k + yksT

k Bk

sT
k yk

+

(
1 +

sT
k Bksk

sT
k yk

)
ykyT

k

sT
k yk

,

��, 1 	�
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Bk+1 = Bk +
(yk − Bksk)(yk − Bksk)T

sT
k (yk − Bksk)

�

��'�������
�������������

�������

(������ ������)

���� [variable metric method] �����

�����'� ������	������!��, 	�

����'��

�	�!� ||x||B =
√

xTBx ����

������

(������ ������)

	
��	 [trust region radius] ������

�������-� dk ��

||d|| � ρk,

���||d|| 	 d � R
n �����ρk > 0 ��������

�� ||d|| ���� ||d||2, ||d||∞, � Dk ���||d||Dk
=√

dTDkd��� Dk 	
������ �

(������ ������)

	
�� [trust region algorithms] �����

���
����
����������������	

����������-����	����������

�������������������-�����-

� ������������	�	������$��

������������		���		�������

������
	�	���-�����	���	��

��������-���
���
�	�����"�

	��������������-����������

���������������������-�����

�����
����������������	���	

�	������$������������	����

�������

������������
 ����������

���������	��–��	���������

(������ ������)

������ [constrained optimization method]

�������������������
�����	

�������������������
�������

-��	����������������
	����

����� ���������������������

�������
	�
�����	��
������

�
������	
��������
��
 ���

���������������������������

�	�
����� �������� ���	����

�	��	����������

(������ ������)

���� [active constraint] ��
 D={x|h1(x)

= 0, · · · , hp(x) = 0, g1(x) � 0, · · · , gm(x) � 0} �����
��������� D ��
���� x̄, �
 {gj |gj(x̄) =

0}⋃{hi, i = 1, · · · , p}��� x���
��, �������

(������ ������)

���� [feasible direction] 

 R
n �����

�����

min f(x)

s.t. x ∈ D

����� D���� x̄��� d��� x̄�������

��	��� δ > 0�� [x̄, x̄+δd] ∈ D����� x ∈ [x̄, x̄+

δd],� f(x) � f(x̄),�� d� x̄�����#��(feasible

descent direction) �

(������ ������)

����� [feasible direction method] ��


�������������	������������

�����
���� n ���������������

���������	���	���� D ����� x0


���
	�������#�� d���� λ > 0���

[x0,x0 + λd] ∈ D������������#��	���

d ��������������������������

��������������������

(������ ������)

����� [gradient projection method] ��

��������������������������

����	�����������������

min f(x), x ∈ Ω ,

�� Ω ����������� PΩ �

PΩ (x) = argmin{||z − x||, z ∈ Ω}�

��	���� xk ��������� gk = ∇f(xk)��

����-���� PΩ (xk − αgk) ���
 � � αk�

�����������#���

xk+1 = PΩ (xk − αkgk)

�����������!%��������������

���������- � α
(0)
k ��������� PΩ (xk−
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α
(0)
k gk)���� xk �����������������

�����

xk+1 = xk + λkPΩ (xk − α
(0)
k gk),

�� λk ∈ (0, 1)��������
���� PΩ ���	

���
��	��� Ω �$� (box)�� (ball)����

�	 (order simplex) ��������	�	���
��

���������������������������

��
	�	���������������������

	����������
�

(������ ������)

����� [reduced gradient method] 	��

����	���������������������

��������������������������

������	����(�
	��) ����� (
	�

�) ��	��������
������������

��������"�����������������

����������������#����������

��������������������������

�����	�#��������������	����

������������	������	������

�������� 1963 ��"�
 (P. Wolfe) �
�	��

��"�
������1969 ����) (J. Abadie)���

�* (J. Carpentier) ����	������������

�	�������

(������ ������)

������� [generalized reduced gradient

method] 	�������������������

��������������������	�����

��(��� �������������������

��������������������������

���	
������#��������������

�������	��������� ��������

����	�������������������	��

�	���

	�����������������#�

���������������� ����������

��������������#��������� 1969

����) (J. Abadie) ����* (J. Carpentier) �
��

	�
����������+�

(������ ������)


	�������� [sequential unconstrained

minimization technique(SUMT)] 	�
�����

��������������������������

	������������������	
�����

��������������������		����

����������������
�����	�
�%

������������

(������ ������)

	��� [penalty function method] �����

��������������������������

��	��������	"������������
"

����"���������������������

���� 	�"���������������� 


���������	

���(
��) ��
���(�

��) �������������������������

��	��������
��� ��
�������


�"�����"�����	�������������

����	�����������	��� (Courant) �


���	�%������
 (SUMT) � 20 �� 60 �

����	�������

(������ ������)

�	��� [interior penalty function method]

����������������������� (MP)�

min f(x)

s.t. gi(x) � 0, i = 1, 2, · · · , p�

�� G0 = {x ∈ R
n|gi(x) < 0, 1 � i � p} �= φ���

����������������"����� Br(x) =

−r
p∑

i=1

1

gi(x)
� Br(x) = −r

p∑
i=1

ln[−gi(x)]������

Fr(x) = f(x) + Br(x)�minFrk (x) �������� G0

�� !� r ������ MP ������	����

(������ ������)

		��� [exterior penalty function method]

��
������������� (MP)�

min f(x)

s.t. gi(x) � 0, i = 1, 2, · · · , p;
hj(x) = 0, i = 1, 2, · · · , q, x ∈ R

n


�����"���� Pσ(x) = σ
p∑

i=1

[max(gi(x), 0)]2 +

σ

2

q∑
i=1

[hj(x)]2��� σ ������ Fσ(x) = f(x) + Pσ(x)

����������	�� σk�� Fσk(x) ���� xk�

� xk 
� MP �����	��	 Pσk = 0 ��x � MP
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�����
����������
���������

���������	����

(������ ������)

��	�� [exact penalty function] 

���

���
����������������������

��������� �����

��� ����� L1 ����L∞ �������

(Fletcher) �� �����L1 ����� L∞ ����	

���������	��

P1(x, σ) = f(x) + σ||c(x)||1,

P∞(x, σ) = f(x) + σ||c(x)||∞,
��

ci(x) =

{
hi(x), i = 1, · · · , p;
min[0, gi(x)], i = 1, · · · ,m�

��������	���������������

	 �������	��� λ̄ = (μ∗,λ∗)T, L1 ����

σ > ||λ̄||∞ 	 ������ L∞ ���� σ > ||λ̄||1 	 
������������������� ������

��

P (x, σ) = f(x) − λ(x)Th(x) + σ||h(x)||22,
�� λ(x) = (∇h(x)T)+ · ∇f(x)�

(������ ������)

������� [Lagrange multiplier method]

	�������������������������

�����

min f(x)

s.t. hj(x) = 0, j = 1, 2, · · · , q, x ∈ R
n
�

�������� L(x,μ) = f(x)+
q∑

j=1

μjhj(x)�μj ���

��������� x � μ ��	� ∇L(x,μ) = 0�� x

� μ�������
	���������������

����

(������ ������)

����� [augmented multiplier method] �

�����������
	�����������	�

�������������

min f(x)

s.t. hj(x) = 0, j = 1, 2, · · · , p�

� L(x,μ) ���������������������

Fmk (x) = L(x,μ) +
mk

2

p∑
j=1

(hj(x))2�

�������	� μk+1
j = μk

j +αkhj(x(μ
k)), j = 1, 2, · · · ,

q��� x(μk) 	 minx L(x,μk) �����������

� 1969 ������� (Hestenes) �
��������

����������� x0����� u1�� xk−1 ���

��� minFmk (x,μk) �� xk��� μk+1��������

�

�����������������������

���������	���������� y2
i �����

����������������"�� yi ��
���

�� (Rockafellar) �
����������������

�����	���
�
��������

(������ ������)


������� [sequential quadratic program-

ming method(SQP)] 	�	� ���������

�����������, �� SQP �������	��

������������ dk���� dk �
�����

��������������������������

����	��������������������	

������� SQP �����	����������

��	�'��������������������	

������������	�������������

������

(������ ������)

��		� [central path method] ������

����
��������	���		����
��

��������� 
����������
����

����



����������� L(M , q)�x � 0, y =

Mx + q � 0,xTy = 0, �� M ∈ R
n×n, q ∈ R

n 
�

��� S+ = {(x,y) ∈ R
2n | y = Mx + q,x � 0,y � 0},

S++ = {(x,y) ∈ S+ | x > 0,y > 0}, �	�� S+ � S++

� L(M , q) ������������ μ > 0 ������

����
 Scen = {(x,y) ∈ S++ | Xy = μe, μ > 0} �
L(M , q) ����$����� X 	� x �	�����

���� �e 	��	�� 1 � n �����	����

μ > 0 �������� {(x(μ),y(μ)), μ > 0}������
����"�������	 μ → 0 ��(x(μ),y(μ)) ��

� L(M , q) �����

���������
��
�� ���,!����

������� �����������������
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�����	������������������	�

(������ ������)

����� [maximum entropy method] �


���
	��������	������������

���������������������������

���������������������������

�����������������������
��

������	��



�������� min
x∈Rn

F (x) = max
1�i�n

fi(x)���

����� F (x) 
	�������F̄ (x, p) :=

1

p
ln

n∑
i=1

exp(pfi(x))�	 p → +∞ �,F̄ (x, p) �����

F (x)�������	�	���� p �	������

������ min
x∈Rn

F̄ (x, p) �����������	��

���������������
�������, �

	���	��, ��������+
, �������

��"�	���������	��

�����+


��
��, ���������
�, 
��������

��

(������ ������)

�
�� [homotopy algorithm] ����	�	

�	��
	�	��	�, �������������

�,  �������������



������� min{f(x)|gi(x) � 0, i = 1, 2, · · · ,
m}, �	���
	��	��

H(x,y,x0,y0, t) :=⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
(1 − t)(∇f(x) +

m∑
i=1

∇gi(x)yi) + t(x − x0)

(1 − t)y1g1(x) − ty0
1g1(x

0)
...

(1 − t)ymgm(x) − ty0
mgm(x0)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 0�

�� t ∈ [0, 1]�������, ��"���	��	���

������� (x0, y0, 1) ��
�����������,

��	 t→ 0 ��������������� KKT ��

	������������������������

��������
���������, �����	�

�%����, �����������, ��������

�, ������������"���������

(������ ������)

���� [cutting plane method] ������

�������������������

min cx

s.t. g(x) � 0�

�� x ∈ R
n, g(x) = (g1(x), g2(x), · · · , gm(x))T�gi(x) �

�������

��
��	�������������	����

�����������	�������������


���������������������������

�� cx �������"���	�� '�������

���
������� '��	�� S = {x|g(x) � 0}�
�����	 P�� P ⊃ S������ min cx, x ∈ P��

���� y�� g(y) � 0�� y ���������� j �

� gj(y) = max1�i�m gi(y) �	��� j�gj(y) > 0�� P

�����
�

gj(y) + ∇gj(y)(x − y) � 0

������	 P ′, P ′ ⊃ S���� P ′ ��������

��������������� S ��� [gi(x) ����

��] ����� S �������
	�	���
��

��������������������� S �
���

�������
������
������������

���
���

(������ ������)

17.4 �����

�
 [preference] Y 	���������" Y �

������� ������� (���) �� Y ���

������	��
����!����	������

����	 Y ������������	���� Y × Y

��������� {�}����� (y1, y2) ∈ {�} ���
y1 � y2�� y1 �� y2�� y1 � y2 ���	�
	���

� ≺�
������������������������

���������������������������

���	��������

(������ ������)


���
 [Pareto preference] Y 	 n����

��� R
n��������� Y ��� y = (y1, y2, · · · , yn)�

���� y ����	� yi ������������
�

��������
����� Y ������� {�} �
���� y1,y2 ∈ Y ,y1 � y2��� y1

i � y2
i ,i = 1, 2, · · · , n�
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��%�� i0 �� y1
i0 �= y2

i0 �

(������ ������)

��
� [domination structure] Y 	����

������Y ���
��	 Y ������� {D(y)|y ∈
Y } ,0 ∈ D(y),∀y ∈ Y��� D(y) ��	�����	

������	����
��� Y �����
{�} �
�	 Y �����
��������� y ∈ Y���

D(y) = {z ∈ Y |z � y}���
� {D(y)|y ∈ Y } 	 Y

�����
���

(������ ������)

���

� [variable preference structure] Y

	��������� Y ������ Y ������

�� ���	������� Y �����
����

{�y |y ∈ Y }�Y ���������{D(y)|y ∈ Y } ��
� Y ����
���� {�y |y ∈ Y } : y1 �y2 y2���

y1 ∈ y2 +D(y2)�

(������ ������)

��� [efficiency] ������
������


���
�����������
����	�����

�������
����
�����
���� ���

N ��

(������ ������)


����� [Pareto efficiency] ������

�
��
���
	��������
�������


���������
������������

(������ ������)

��	 [nondominated point] �
���
��

��
��������	�����
�������D =

{D(y)|y ∈ Y } �����
���� Y 	���
�D =

{D(y)|y ∈ Y } 	�
������ y0 ∈ Y �����

y ∈ Y �� y ∈ y0 +D(y) \ {0}��� y0 ∈ Y �� Y ��

���

(������ ������)


��	 [nondominated-like point] �� y0 ∈
Y������ y ∈ Y �� y ∈ y0 +D(y0) \ {0}�� y0 �

� Y �	����

(������ ������)

����� [vector-valued function] ������

���	����������������������

���������

(������ ������)

	���� [set-valued function] �������

�	
�����������������
�����

�����	�����
�����

(������ ������)

����� [multi-objective optimization] ��

�������������� (A,f ,≺) ��� A 	��

�
�f 	�����������������≺�	���
����������
�� Y = f (A) ��� Y ����


����������������	���������

��������
�
�������������	��

�����������������
���������

�����	����

(������ ������)

	��� [set-valued optimization] �����

����� (A,F,≺) ����� A 	���
�F 	��

�
�����≺�	����� F (A) =
⋃

x∈A F (x) ��

�
����� (x0,y0) ∈ A× F (A)��� y0 ∈ F (x0)��

y0 	 F (A) ��
����������������	�

������� (x0,y0) ������������

(������ ������)

���� [cone convex function] � f : K → Y

	��������X � Y 	�������K 	 X ��

������� C ⊂ Y 	 Y ���������

����� x1, x2 ∈ K�λ ∈ [0, 1]�

f (λx1 + (1 − λ)x2) ∈ λf (x1) + (1 − λ)f (x2) − C,

�� f � K �	 C ������ −f � K �	 C ���

�� f � K �	 C ���

(������ ������)

����� [cone quasi-convex function] � f :

K → Y 	���������� X � Y 	������,K

	 X ��������� C ⊂ Y 	 Y ���������

��� y ∈ Y�x1, x2 ∈ K�λ ∈ [0, 1]�f (x1),f (x2) ∈
y − C�� f (λx1 + (1 − λ)x2) ∈ y − C ��� f � K �	

C ������� −f � K �	 C ������ f � K

�	 C ����

(������ ������)

������ [proper cone quasi-convex func-

tion] � f : K → Y 	��������X �Y 	���

����K 	 X ��������� C ⊂ Y 	�����

������ x1, x2 ∈ K �λ ∈ [0, 1]��

f (x1) ∈ f (λx1 + (1 − λ)x2) + C
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�

f (x2) ∈ f (λx1 + (1 − λ)x2) + C,

�� f � K ��
 C ������� −f � K �	
 C

������� f � K �	
 C �����

(������ ������)

������� [naturally cone quasi-convex

function] � f : K → Y 	���������� X�Y

	�������K 	 X ����������� x1, x2 ∈
K�λ ∈ [0, 1]�

f(λx1 + (1 − λ)x2) ∈ co(f(x1)
⋃
f(x2)) − C

�� co(A) ���
 A ������ f � K ���� C

�����

(������ ������)

�
��	 [ε-efficiency] � Y 	�������

A ⊂ Y 	 Y ������C ⊂ Y 	 Y �������ε > 0�

��� yε ∈ A ���� A ������� y���

yε ∈ y +Cεc0 ,

�� Cεc0 = εc0 +C \ {0}���� yε � A ��� c0 ∈ intC

� ε �
��

(������ ������)

��
��
���� [generalized Slater con-

straint qualification] � g : X → Z 	������

��X �Z 	���������P ⊂ Z 	��������

������������
� A = {x ∈ X|g(x) ∈ −P}�
���� x′ ∈ A ��

g(x′) ∈ intP,

�� intP 	�� P �����������������

��������������

(������ ������)


����	 [Benson proper efficiency] � Y

	���������C ⊂ Y 	 Y �������A ⊂ Y 	

���������� ȳ ∈ A���

Clcone(A+ C − ȳ)
⋂

(−C) = {0}

�� Clcone(K) 	�
 K ������� ȳ � A ���

� C ���
�
��
�
��
	�
����"�


�������	���������
�
�
�����

�	���
�
�
��

(������ ������)

������� [nonlinear scalar function] �

Y 	���������C ⊂ Y 	������� intC �

���� e ∈ intC�a ∈ Y ���������� ξea ���

ξea(y) = min{t ∈ R|y ∈ a+ te− C}, y ∈ Y�

�������������� (Gersterwitz) �����

��������������	������������

���������	��������������



�������������������������

(������ ������)

������� [vector variational inequality]

	�����������������������
�

��!�� X � Y 	���������C ⊂ Y 	 Y �

������K ⊂ X 	������ L(X,Y ) 	� X � Y

�������
"��
��� l ∈ L(X,Y ) �� < l,x >

������
" l � x ∈ X ���������	���

	����� x∗ ∈ K���

< T (x∗),x − x∗ >/∈ −C \ {0},∀x ∈ K,

�� T 	� K � L(X,Y ) ���
"�

(������ ������)

������ [vector variational principle] �

����	����	�
� (Ekeland) �	������

�����	�������������	�
���!�

���	����	�
���� (Tammer) �
��

��	���	���������
��	���� Y 	

���������C 	 Y �����intC 	 C ����

��c0 ∈ intC�X 	��
������� f : X → Y 	

�������� X �	������������ ε >

0�f(x0) ∈ K 	 f(K) �� ε �
������� xε ∈ K�

��

(1) xε 	 f(K) �� ε �
��

(2) ||xε − x0|| � √
ε�

(3) f(x) − f(ε) +
√
ε||x − xε|| /∈ −intC,∀x ∈ K�

(������ ������)

17.5 � � � �

�
�� [dynamic programming] ������

	��	�������������	�
������

����������� (��) ������������

�
�� (��)��	�����������
����
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������������������������
�

����
	����
����
����������

����������

������
��������

�����
�� (��)����		���������

�
�������� m ���	�	���������

������		���� m− 1 ������ m ����

�������������

����
������


����	��������������������

�����������������
��������

��

���	�����

����!��
����

���
�����	��
�
�	����
����

�����	��

(������ ������)

�������� [Bellman principle of optimal-

ity] ����������		���� (R. Bellman) �

��������������		�����������


��������
�����������������

�����	���
����
�		��������

��������%����	�������������

�����������������������	��

�����	���
����������������

���������%������	�����

	�

����	�������������

(������ ������)

�	�� [imbedding principle] ��������

������
�����
��������
�
	�

����������	����������������

��	��������
��������������

��������������������	�����

�������
������������������

����������

������������	�

	�����
��

(������ �����)

�
������� [dynamic programming

equation of optimality] 	���
�������

%�������	
�����������������

�����
�� (��)sk(k = 1, 2, · · · , n− 1, n) ����

�		������
�������
���
	���

�
 Uk, � k ������� uk ∈ Uk�������
�

�������������
������
�� (��)

�������
���	������������ ��

����
�����������
������
� (�

��
�)�������
��������
������

��������
���������	�������

���������	

fk+1(sk+1) = max
uk+1(sk+1)

{vk+1(sk+1, uk+1(sk+1)) + fk(sk)},

f1(s1) = v1(s1, u1), k = 1, 2, · · · , n− 1�

�� u1
#�vk+1 �� k + 1 ����
 sk+1 �����

uk+1 ����
���fk (sk) ��� k ������
 sk

��������������������������

��
���	�������������������

��������������������������

��������

(������ ������)

�
���� [dynamic programming algorithm]

	������������%����������	��

�������		����������	�������

���������		�� n��������� f1(s1),

f2(s2), · · · , fn(sn) ��������� u1(s1), u2(s2), · · · ,
un(sn), �����
	
#��������	�����

������
��������
#��
������

��
������� fk(sk)� uk(sk)���������

�������������
������	������

���� f1(s1) � u1(s1) �
 	����������

��	���� �������	��	���� fk(sk)

����������������		���� {uk(sk)}
���������������������������

�

������������$	���

(������ ������)

���--
��--����� [Hamilton-Jacobi-

Bellman(HJB) equation] ������������

�	���

�����	�

��������������

V (t0, x) = min
x(t)

∫T

t0

f(t,x,u)dt + φ(T,x(T ))

�� x(t),u(t) (t0 � t � T ) 	���
��������

����V (t,x) ������ t�u(τ ) (t � τ � T ) ���

�����������
����� u(·) ����&*�
�
���	�����

ẋ = g(t,x,u),

x(t0) = x0

����	�����
�������
 (��)u∗ = u∗(t)

�������� 	�������u∗(t) 	��

��
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����	�

∂V

∂t
(t,x) + min

u(·)∈Ū
{f(t,x,u) +

∂V

∂x
(t,x)g(t,x,u)} = 0

�� u(·) �	������Ū �	����
�
��

∂V

∂x
(t,x) = λ(t,x)� H(t,x, λ,u) = f(t,x,u) +

λ(t,x)g(t,x,u)�H(t,x,u) ����'���λ(t, x) ���

�'����

�����	�%�

∂V

∂t
(t,x) + min

u(·)∈ ¯(U)
H(t,x, λ,u) = 0

�������'–(��–����	����

���

������������
����	�

������

��������������

(������ ������)

17.6 � � � �

���� [combinatorial optimization] �
�

������	���
����������
����

���	���
#������������������

����
�������������	��
�P ��


�NP ���
����
��������������

�
�����������������������


���������	���������
��	 20 ��

60 �����������
���	��������	

�������������
����

�������

�����
����
���
�����������

����	��

(������ ������)

��� [exhausting (brute-force) method] ��

������

�����	��
��
�������

�����������������#��������

�'
������	���������	�������

������	
������������������


�����
 '����#�����

(������ ������)

���� [exact algorithm] ���������

(��) �������
������
 (��) �����

� ������������	��	�� ����

(������ ������)

�
�� [approximation algorithm] ����

������������������
������


���	���������	������	��	���

�NP����������	��	��� ����	�

(1) �	��������������������

������
�����������������	��

���	��������	����

(2) �	���������������������

�� (��) ����
���������� (�) �� α

���	��α��� 1�����	�����	�� α �

�	���� α �	���

���	�������	��
�	�	�����

������	����%� NP �����������

�	���	������ NP ����������	�

��	������
 NP �����������	��

�	����� P=NP�

(������ ������)

�
��� [heuristic method] ����
	�

����
�����
+(��������������


����������	��������������

	���� NP ���������������	���

������	���"���������
�����


����
�	������
���	�	��
��

��"��� ��
���
�������������

������
�����

(������ ������)

	�	��� [exponential-time algorithm] �

���������	����������������

�����������������������	���

���
������	���������������

����������
����������
����

������������	
��	���������

(������ ������)

���	��� [polynomial-time algorithm]

������������	�������������

��������������������������

����	������
��������������

�����	��������
�����������

�������
�
���

��������	���������������

A �������	�����������������

�������� A ������������� NP ��

���������������������������

����	���
�	���������

(������ ������)
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���	��
�� [polynomial-time approxi-

mation scheme] ����������	����

{Aε|ε > 0} ��������	���
(1) �� Aε ��	�	 (1 + ε) �
 (1− ε)��
	�

�������
	�������

(2)�� Aε �������	�����������

1/ε �������

��� NP �����������	�������

��	���
�	������������
���


����������	�����
��
�������

�����	���

(������ ������)

��
�� [divide and conquer method] ��

�����������	�������������	

�����
	���������	���������

�����������������
��������

����	����	����
����	������

�����	��� (��	�) �����������


���

(������ ������)

���
� [branch and bound method] ���

��� (��	 NP ���
����) ��		����

���������������	����
	�����

����������%����	���������	

	��	����	�
����
��		������

�����������������������	���

�		�������������	���������

��������������������	����	

������������������������	��

'
	������
�	�	�#���	���
��

���������	 	������!%	�����!


�

������������������
��

(������ ������)

�
�� [greedy algorithm] ��������

�������
���������		�������

�����������
��	� (��) �������

������������������ (��) ����

��������������
��������


�������!������������	��
��

����	��������������
�������

������� '	�������
��������

�
��������� (�
����) 	�������

������������������

�
�����

�

������
�����
���
������

����������		���
����������

��

��������
�
������ (��� ) ��


�������������������
���
�

����	���
���
��������������

������������������

(������ ������)

����� [local search method] ������

�	����������
�������������

����
����
	���������������

�������������������		������

���	����������������������

	�	������������������������

����"������� (��) ����

(������ ������)

���� [random algorithm] ����		��

���

���������������������

����	��
��

���
�����	�����

������
��

���������������


���	���
���������������

�

�
�	������ (Las Vegas) ������� (Monte

Carlo) ���
��
�������������
	�

���
����������

(������ ������)

���� [online algorithm] ���
�����

�	�������	���
�������������

�
���������������	�
�
#���

�
��������������
���������

�������������
#	����������

����������� (��) ����
�������

��� (�) �� α ������α ��� 1�������

�������� α ������� α �����

(������ ������)

���� [decision problem] ��	� “	” �


“�” ����������“���	�������?” �

	��������������	�����
	���

���������������	����
	����

�������������� “�� G = (V,E) ����

��”�����	������ “� G�	����� l �

��” ����������� l = 1, 2, · · · , |V | ������
���� “� G�	�������' �”�����	�

����� “�� G ����� ” ���� “	”(���
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� ������!�) �
 “�” (���� �����

��!�)�

(������ ������)

P�� [P-problem] P	��� (polynomial)��

��������������������
��	��

��������������������
������

���������	�
���
�������	���

���	���
������������������

��������
��	���������������

����!��"��1965 ����� (J. Edmonds) �


�����,����	���������������

��	��!�2�������	����P ��
��

���,�	���	�!���� ��1971 ��
 (S.

Cook) �����,���� P ��
	���NP ��


(�� P
?
= NP)�������� 20 ������ 21 ��

����������#���������������

� (H. Poincaré) ,�

� 21 ������������

� (G. Perelman) ���� P
?
= NP ��������
�

��$)����

(������ ������)

NP �� [NP problem] NP 	�������

(nondeterministic polynomial) ����%��	����

����
��������� NP 	�		����	�

����������������������	���

�����
����������������
	�	

������������	����“,” 	�	 ���

�&������������	�����' �����

�,��������' ����"��	���,��

 �	������������ “�"”��������

����� NP ��
�	��NP ���� “�����

��"” 
�NP 	��
 (S. Cook) � 1971 ������

���������
����������
�����

NP����
� P ��
���������������

��������������������������

��
�� EXP�������

"� EXP �= NP��	

��#* EXP \ NP �= ∅��	 NP \ EXP �= ∅��� ∅ �

�����	�������������#����	��

����	����#���	 P 	��� NP?

(������ ������)

NP 
��� [NP complete problem] NP ��

�����
��������	
�
	�������

��������&�������	��������	

�������� ��������� Π �������

���
 (R. Karp)������ “���” ��	����

�� Π′���� Π ���
��� Π′�����3��NP

�����	
���
���������� NP ���

����NP ��
�����������������

�����	������������������P �

�
��� NP ��
�������� P ��
���

P=NP������ P �= NP��� NP ���������

��������	"���*���
 (S. Cook) � 1971

�������,� (Edmonds Conjecture) ���
� NP

���
������ (J. Edmonds) � 1965 �,����

	����������������
"��!�2��

�����	�	 NP �����������,����

���� P �= NP ,�������

��������

NP�������	������	�
��������


��������������������������

������������	��
����������

���������������������������

��	 P
?
= NP ���#�������	�

(������ ������)

NP ��� [NP hard problem] � NP ��
�

��������������������� Π��� Π

� NP����NP ���
��� NP����
����

�	���
����� NP �������������

��� P ��
��� NP ��
�������� P �

�
��� P=NP�

�����
���� Π �������� p(·)��
Πp ���� Π ����

� I ��
�I ���	��

�������� IL�����������	 p(IL)��

�� Π �� NP ��� ������� p(·) �� Πp 	

NP����� NP����������������� P

=NP�

(������ ������)

���� [Euler formula] ������
�� n

�!��m �%� r �
��

n−m+ r = 2�

��	������
�� n�!��m �%�r �
� t �

	���

n−m+ r = 1 + t�

��	����	����������� n �!��

m �%��
���� m � 3n − 6���� n �!���

��
�� 3n− 6 �%�

(������ ������)
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�
	� [Ramsey graph] ��������� k

� l��������� r(k, l)������ r(k, l) �!��

���
����� k �!��!��
����� l �!

��
	��r(k, l) ������(Ramsey number)��		

� 1930 ���� (F. P. Ramsey) ��"��������

������	�����������	����� k, l�

��� r(k, l) �����

� G �� (k, l) ���������� r(k, l) − 1 �!

�������� k �!��!����� l �!��
	

��

(������ ������)

	�	
 [set cover] ���
 S ���� C ��
��� C′ 	 S ����
#���� S �������

�� C′ ��%��������
#�	���%���

�
#������
#�	�� NP ����	��� C
��������!������������ (�) �
#

�	���
#���������������	���

��
#���� (1 + ln |S|) �	����������
(1 − ε) ln |S| �	����� NP ⊆ DTIME(nloglogn)�

(������ ������)

�		
 [vertex cover] � G = (V, E) ���!

��� V ′ ⊂ V ��!�#����%� E �����%�

�%���$�� V ′ ����!�#�	���%!��

!�#��!�#�	�
#��������������

�!�#����%����������%������

���!�#�	�� NP ������� 2 �	����

��,��������	���

(������ ������)

k � [k-cut] �� G = (V,E) �!�� V ��	�

k ���

���
�V1, V2, · · · , Vk�2 � k � |V |�%� E

���$���	��!����%����
�� k ��

� E �����%!������ k ����������

%��������%!����� k ������� k �

����	 NP�����	��� (1/(1−1/k+2 ln k/k2))

�	��� (2 − 2/k) �	���

(������ ������)

�� [matroid] ������
�� (E,I ) 	�

 �������

(1) φ ∈ I�

(2) � X ⊆ Y ∈ I�� X ∈ I�

(3) � X,Y ∈ I � |X| > |Y |���� x ∈ X \ Y ��
Y ∪ {x} ∈ I�

� (E,I ) 	��� ��� I �����
	���

���
	��� 	��
	
���������� E

	��������I 	 E �����
	������

���� (E,I ) �	��� �� (E,I ) 	������

(1) � (3)�������� �

���� (E,I )	��� �
�������� 

(E,I1) � (E,I2) �� I = I1 ∩ I2���
�����

��������������������������

��� 
����

��� �+����
��
���������	�

�����!������� ���

(������ ������)

��� [modular function] � U 	�����
�

����������
�� 2U������ f : 2U → R

	���������� X,Y ⊆ 2U �

f(X ∩ Y ) + f(X ∪ Y ) � f(X) + f(Y )�

� f(·) 	������������ X, Y ⊆ 2U��

f(X ∩ Y ) + f(X ∪ Y ) � f(X) + f(Y )�

� f(·) 	����������� X,Y ⊆ 2U��

f(X ∩ Y ) + f(X ∪ Y ) = f(X) + f(Y )�

(���)�����������
���������

������� G = (V,E) ��!��� X ⊂ V�� δ(X)

�����c(δ(X)) ���	��� f(X) ≡ c(δ(X)) 	��

������ f(X) = f(V (G) \X)�� f(·) 	������
���������	�	��������������

�������������������	
�� �,

��	�����

(������ ������)

����� [combinatorial polyhedron] ���

�
�����
��
�� (����
	��) ��!�

��������	��������
�
��

(������ ������)

���
�� [Steiner tree problem] ����

�
� n�����������������������

������������ (P. Fermat)��� (C. F. Gauss)

������	���+���� n = 3 � n = 4 �		�

�� (R. Courant) ��"� (H. Robbinson)1941 ����

���"�4��������������������


��"���4����+����	4���"�4���

�����$�����	��� n ��������"�
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�����"�4���� n− 2��"��������"

����	�����$����
����%�� 120◦�

�"�4��	 NP �����������	�����

�����������$��	��� n �����+�

�	����
��	�"���4��� 2/
√

3 �	��

����"�4��	���%!���� G = (V,E)�

�!��� P ⊂ V���� P ���!����4�4��

������ P ������"�������	 NP���

�� 1.55 �	�������������
���+��

"�4���������
 |P | = 2���
 P = V�

(������ ������)

�
�� [scheduling problem] �������

(timetable problem)�	���	

���#��#
�

������������������������
�

�����������������
��!�����

���#�������� ����� ��������

�����������
������������
�

��
��������#
����������
���

�	��� NP �����
��������	���	

��'� (R. Graham) ��	�����
��

(������ ������)

		�� [bin packing problem] ��	��� B

�������������������� u �����

�!� s(u) < B�����	

����
������

����������������!������	 B�

���������%��	�� NP ���������

������	��� ����

(
3

2
− ε

)
�	�����

P = NP�	
������������� 1.5887 ����

����������� 1.540 ������

(������ ������)

��
�� [satisfiability problem] �� m �

�����C1 , C2, · · · , Ck� �� Ci 	 n ������x1 ,

x2, · · · , xn���� xj �
 x̄j ������"	����

n ���� 0-1 !������ m ����� 1 ����

�����	����"�� NP �����������

��	� n ���� 0-1 !���'������� 1��

�� 1.2987 �	���

(������ ������)

���� [partition problem] ���� n ���

�����
 S��"	��� S �	�����

��

�
�������
�������
�����	���

���	 NP ����������������

(������ ������)

k ��
 k ���� [k-center and k-median

problems] ����� G = (V,E)��!�� V ��

!����$� (�������)�k �$��	� V ��

��� k �!���� C(��!����$)��� V �

����������$�$�������� k ����

	� V ����� k �!���� C(��!�����)�

�� V �������������$������ ��

����	 NP���k �$���� 2�	�������

������	����� P=NP�� k ������ 6
2

3

�	���

(������ ������)

�
�� [facility location problem] ����

� G = (V,E)��!�� V ��!� u � v ���$�

c(u, v)(�����������)�	��� F ⊂ V���

���!� v ∈ F �����-���	��� f(v)���

� V ����!� v �������� d(v)��-��	

� F ����� k �!����
 F ′���∑
v∈F ′

f(v) +
∑

u∈F ′

∑
v∈V

d(v) · c(u, v)

�������	 NP ����� 1.52 �	�������

1.48 �	����� P=NP�

(������ ������)

�
��� [network flow theory] ������

�������������������	������

���	��	�������	����������	

�����
�
������
�	����������

������������1955 ���� (T. Harris) ��

�$������	������
����������

�
������������1956 �$� (L. Ford) �%

�
� (D. Fulkerson) �
������������	�

������
��
����������(�����

����
�����������
�
�������

����������	��

(������ ������)

����� [maximum flow problem] ����

� D = (V,A) ��� aij = (vi, vj) ∈ A ���� c(aij) � 0

�� aij �	������ s ∈ V ���� t ∈ V ����

��	����������� f : A→ R
+�

(1) 	��
������� aij ∈ A�

0 � f(aij) � c(aij)�
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(2) ����������	����	���!� vj�

∑
aij∈A

f(aij) −
∑

aji∈A

f(aji) = 0�

��� f ���

v(f) =
∑

asi∈A

f(asi) −
∑

ais∈A

f(ais)�

��

−v(f) =
∑

ati∈A

f(ati) −
∑

ait∈A

f(ait)�

������	�������������������

��

(������ ������)

������� [minimum-cost flow problem]

����� D = (V,A) ��� aij = (vi, vj) ∈ A �	�

�� c(aij) ��� l(aij)��������� w(aij)�	
�

���!� vi ��������� d(vi)�	��� 0���

�������������	��� 0 ��������

��������	�� 0 ��������������

�������������������	
������

��	����

�� D = (V,A) �������	������5)

�������� f : A→ R
+�⎧⎪⎨⎪⎩

∑
aij∈A

f(aij) −
∑

aji∈A

f(aji) = d(vi), vi ∈ V�

l(aij) � f(aij) � c(aij), aij ∈ A�

�������	������ f∗ ��������

w(f∗) = min

⎧⎨⎩ ∑
aij∈A

w(aij)f(aij) |��� f

⎫⎬⎭�
�������������

(������ ������)

�

� [multicommodity flow] ����� D =

(V,A)����� k � 2	�������
������	

�����������	��$����	�����
�

	����������	���������� ui = (uipq)

��� i 	���� (vp, vq) �������� u = (upq)

���� k 	���� (vp, vq) ����������	�

ci = (cipq) ��� i 	���� (vp, vq) ���������

�� bi = (bip) ��� i 	���� vp ���������

���������������

min

k∑
i=1

cif i

s.t.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

k∑
i=1

f i � u

Af i = bi, i = 1, 2, · · · , k
0 � f i � ui, i = 1, 2, · · · , k

���f i = (fipq) ��� i 	���� (vp, vq) �����A

	�� D ���� �'
��������������

�
��
��	����������	���	��
�

��

(������ ������)

���
� [network flow with gain] �����

������!�		������ D = (V,A)���!� s

� t	������������ c(aij)��� aij = (vi, vj)

��	��f I(aij) ���� aij &� vj ����f
O(aij) �

��� aij �� vi ����g(aij) �� aij �������

�

fO(aij) = g(aij)f
I(aij)�

	� fs ����
 s ����ft ����� t ������

� f = (f I, fO) 	����������������

f I(aij) � c(aij);

∑
vj

fO(aij) −
∑
vj

f I(aij) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
fs, 	 vi = t�

−ft, 	 vi = s�

0, ��	��

����� f̃ = (f̃ I, f̃O) ��������������

f = (f I, fO)��
	 fs = f̄s ��� ft � f̃t��
	 ft = f̄t

��� fs � f̃s�������������������	

���	����

(������ ������)

��� [circulant flow] *
�	�������

�5)�������������*
�������	

����������������������� s ��

� t ��� D = (V,A) �������� t � s �� (t, s)�

�� lts = 0, cts = ∞�������������*
��
�������*
������

min
∑

aij∈A

w(aij)f(aij)

s.t.

⎧⎪⎨⎪⎩
∑

j

(
f(aij) − f(aji)

)
= 0, ��� vi ∈ V�

0 � l(aij) � f(aij) � c(aij), ��� aij ∈ A�
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������������������*
��

(������ ������)

���
 [generalized network] ����	��

����������	

��	������!%�	

���������

�����	���
�
����

�������������������������!�

����������������������

(������ ������)

17.7 � � �

��� [game theory] ��#���	�����

���	�������	 n(n � 2) ���
�
	���

����,�, �����
��, �������'���

������

1944 ������� (J. von Neumann) ��
���

(O. Morgenstern) 
���#���

������'"�

����,�������������

1994 �����

�6��# (J. F. Nash) � 3 ��

���
, ���������

���*$������

�
, ������������$�����������

��������	��

(����� ������)

����� [game in normal form] �����

���	�
�������	�������������

����

(1) ���(player)���������2 ������

�������� (two-person game)�n ��������

��n ���(n-person game)�

(2)��(strategy)�������
���������

���������������

(3) �� (payoff)�����������������

������	��������������������

�������	��	����������������

�������(payoff function)�

(����� ������)

���� [matrix game] �����������

�����

���������

����������� (pure strategy)�	�� A =

{a1, · · · , am},� B = {b1, · · · , bn},�����������

���

�������� ai ������� bj ������

cij ��� {cij} ���� m× n � , ���������

� , �������� �����	�����	���

���������������

���� i∗(1 � i∗ � m) � j∗(1 � j∗ � n) ��

ci∗j∗ = max
1�i�m

cij∗ , � ci∗j∗ = min
1�j�n

ci∗j �

�	������ ai∗ , ������ bj∗ , ����
	�

������� i∗ � j∗ �������	�����'�

��������&,
��������������



��������������



 A � B ���
�	���
�

X =

{
x = (x1, · · · , xm)|xi � 0, i = 1, · · · ,m,

m∑
i=1

xi = 1

}
;

Y =

{
y = (y1, · · · , yn)|yj � 0, j = 1, · · · , n,

n∑
j=1

yi = 1

}
�

� X � Y 	�	�����
�� (mixed strategy) ��

	����
�� x = (x1, · · · , xm) ∈ X�����


�� y = (y1, · · · , yn) ∈ Y , ���������	
m∑

i=1

n∑
j=1

cijxiyj�

����	���������"���������

��

max
x∈X

min
y∈Y

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxiyj = min
y∈Y

max
x∈X

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxiyj�

���� x∗ = (x∗
1, · · · , x∗

m) ∈ X�y∗ = (y∗1 , · · · , y∗n) ∈
Y��

m∑
i=1

n∑
j=1

cijx
∗
i y

∗
j = max

x∈X

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxiy
∗
j��

m∑
i=1

n∑
j=1

cijx
∗
i y

∗
j = min

y∈Y

m∑
i=1

n∑
j=1

cijx
∗
i yj�

�
��� x = (x1, · · · , xm) ∈ X�y = (y1, · · · , yn) ∈ Y , �
m∑

i=1

n∑
j=1

cijxiy
∗
j �

m∑
i=1

n∑
j=1

cijx
∗
i y

∗
j �

m∑
i=1

n∑
j=1

cijx
∗
i yj�

(x∗, y∗)��� ��������
����(saddle point)�

� ���������������

(����� ������)

���
�� [two-person zero-sum game] 	

� �����������

���������

�����	 X������	 Y�X � Y 	���

����
�
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������ x ∈ X������ y ∈ Y������

f(x, y)��� f : X × Y → R�	������� −f(x,y)�

� f(x,y)+(−f(x,y)) = 0���������������

���� x∗ ∈ X,y∗ ∈ Y����� x ∈ X,y ∈ Y��

f(x∗,y∗) = max
x∈X

f(x,y∗), �

f(x∗,y∗) = min
y∈Y

f(x∗,y)�

�
��� x ∈ X, y ∈ Y , �

f(x,y∗) � f(x∗,y∗) � f(x∗,y),

�� (x∗,y∗) 	����������, �
���� (sad-

dle point)�

��������������������

� X � Y 	�	+��
������ E � F ��

�����, f : X × Y → R ���

(1) ������ x ∈ X,y → f(x, y) 	������

��,

(2) ������ y ∈ Y,x → f(x,y) 	������

��, �

max
x∈X

min
y∈Y

f(x,y) = min
y∈Y

max
x∈X

f(x,y)�

�����������

(����� ������)

����� [bimatrix game] ���������

��������

���������

��������	�� A = {a1, · · · , am}�B =

{b1, · · · , bn}�
�������� ai ������� bj ������

��	 cij , ������	 dij��%��
 i �
 j, �

cij + dij �= 0�����
 i �
 j, � cij > 0, dij > 0, �	

������ ai, ������ bj , 	
�����,�	�

�� {cij} � {dij} 	����� m × n � , �����

���� ���

�����
���	�	X =

{
x = (x1, · · · , xm)|xi �

0, i = 1, · · · ,m,
m∑

i=1

xi = 1

}
�� Y =

{
y = (y1, · · · , yn)|yj �

0, j = 1, · · · , n,
n∑

j=1

yi = 1

}
�

������
�� x = (x1, · · · , xm) ∈ X, ����


�� y = (y1, · · · , yn) ∈ Y ,�����������	�

	
m∑

i=1

n∑
j=1

cijxiyj �
m∑

i=1

n∑
j=1

dijxiyj�

���� x∗ = (x∗
1, · · · , x∗

m) ∈ X, y∗ = (y∗1 , · · · , y∗n) ∈
Y��

m∑
i=1

n∑
j=1

cijx
∗
i y

∗
j = max

x∈X

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxiy
∗
j ,

�
m∑

i=1

n∑
j=1

dijx
∗
i y

∗
j = max

y∈Y

m∑
i=1

n∑
j=1

dijx
∗
i yj ,

�� (x∗,y∗) ���� ������
	�

�� ����#������, �	������

�� ����#��������������
–+

� (Lamke-Howson) ������

(����� ������)

n�������� [n-person finite non-cooper-

ative game] ��# (J. F. Nash) �
, �����

� N = {1, · · · , n} ������
�
��� i ∈ N ,� i���������	 Si = {si1, · · · ,

simi},�
���	 Xi = {xi = (xi1, · · · , ximi)|xik � 0, k =

1, · · · ,mi,
mi∑
k=1

xik = 1}�	� i ��������� siki

�, ������� Ri(s1k1 , · · · , snkn)���,��� x =

(x1, · · · , xn) ∈
n∏

i=1

Xi, �� i �������
�� xi ��

i = 1, · · · , n�� i ����������

fi(x1, · · · ,xn) =

m1∑
k1=1

· · ·
mn∑

kn=1

Ri(s1k1 , · · · , snkn)
n∏

i=1

xiki�

��� i ∈ N�� î = N \i����� x∗ = (x∗
1, · · · ,x∗

n)

∈
n∏

i=1

Xi, ���� i ∈ N , �

fi(x
∗
i ,x

∗
î ) = max

xi∈Xi

fi(xi,x
∗
î ),

�� x∗ 	� n ��
���������
	�����

�������	�
����������������

���

(����� ������)

����	 [Nash equilibrium] �
�#���

�����*$�
��

1950 �� 1951 ���#	�	����	
����

� (Brouwer) �
�����" (Kakutani) �
���"

����� n �����������#��������

	�� n ��
�������������#����

(����� ������)

n������ [n-person non-cooperative game]

	 n ��
��������, �����

�����
 N = {1, · · · , n}�
��� i ∈ N , � i ��������	 Xi,����	
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fi :
n∏

i=1

Xi → R�

��� i ∈ N , � î = N \ i����� x∗ = (x∗
1, · · · ,x∗

n)

∈
n∏

i=1

Xi����� i ∈ N��

fi(x
∗
i ,x

∗
î ) = max

ui∈Xi

fi(ui,x
∗
î ),

�� x∗ 	� n��
�������
	��������

����	�
�������������������

��	�#����������

����� i ∈ N , Xi 	+��
������ Ei �

������, fi :
n∏

i=1

Xi → R ��, ������� xî ∈
Xî,ui → fi(ui,xî) � Xi �	���, ������#��

�����

(����� ������)

���� [continuous game] N = {1, · · · , n} 	�
����
���� i ∈ N�� i��������	 Xi�Si

	 Xi ���
��� μi(���
��) ����� i ��

�������

ui(μ1, · · · , μn) =

∫
X

fi(x)dμ1 · · ·dμn,

�� fi : X =
n∏

i=1

Xi → R 	� i ���������
�

X �������

��� i ∈ N ,� î = N\i����� μ∗ = (μ∗
1, · · · , μ∗

n) ∈
S1 × · · · × Sn, ���� i ∈ N , �

ui(μ
∗
i , μ

∗
î ) = max

μi∈Si

ui(μi, μ
∗
î ),

�� μ∗ 	�����#����

	�������� i ∈ N , fi � X ���, ����

���������
	���� i ∈ N , Xi ��	���,

�������������(infinite game)�

��	�����#����������

����� i ∈ N , Xi 	�����,fi : X → R ��,

��������#�������

(����� ������)

���� [generalized game] � N = {1, · · · , n}
������
�

��� i ∈ N�� i ��������	 Xi����

�	 fi :
n∏

i=1

Xi → R�� î = N \ i�� i ������

���
"	 Gi : Xî → 2Xi������ i ∈ N����

xî ∈ Xî�Gi(xî) = Xi������� n ��
�����

�����������
	� Gi(xî) ⊂ Xi�� i ���

���������������������(constrained

game)�

���� x∗ = (x∗
1, · · · , x∗

n) ∈
n∏

i=1

Xi, ���� i ∈ N ,

� x∗
i ∈ Gi(x

∗
î
), �

fi(x
∗
i , x

∗
î ) = max

ui∈Gi(x
∗
î
)
fi(ui, x

∗
î ),

�� x∗ 	����������

��	��������������

����� i ∈ N�Xi 	+��
���������

Ei ��������fi :
n∏

i=1

Xi → R ����������

xî ∈ Xî�ui → fi(ui, xî) � Xi �	����
��
" Gi

������� xî ∈ Xî�Gi(xî) 	����������

����������

1954 ���� (K. J. Arrow) ���� (G. Debreu) 	

��������������"����

�����

��������

(����� ������)

���� [prisoner’s dilemma] ���%���1950

���
 (A. W. Tucker) �
�

�������������,%���������

����
���
	��������	,%���#'�

��"���	,%���&��-��������"�


�������"�����������������"

�����"���	��������*������"�

�!��"�	���"���"�
��� ���"�


������

����������
		�����
�����

��"����������������"������

*��

���� (���) ��
����������&��

����	���	���
����
�������&

������
���%�� (���) �	����

(����� ������)

����� [multiobjective game] �����


� N = {1, · · · , n}���� i ∈ N�Xi 	� i ������

���F i = {f i
1, · · · , f i

k} :
n∏

i=1

Xi → R
k 	� i ������

���������� i ∈ N , � î = N \ i�
���� x∗ = (x∗

1, · · · , x∗
n) ∈

n∏
i=1

Xi����� i ∈ N�

��� yi ∈ Xi�� F i(yi, x
∗
î
) − F i(x∗

i , x
∗
î
) /∈ R

k
+ \ {0} (�

F i(yi, x
∗
î
) − F i(x∗

i , x
∗
î
) /∈ intRk

+), �� x∗ 	������

����–�# (Pareto-Nash) ��� (�����–�#�

��), �� R
k
+ = {(u1, · · · , uk) ∈ R

k|u1 � 0, · · · , uk � 0},
intRk

+ = {(u1, · · · , uk) ∈ R
k|u1 > 0, · · · , uk > 0}�

�W = (w1, · · · ,wn),����� i ∈ N , wi ∈ R
k
+\{0}
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(� wi ∈ intRk
+), ��� 〈wi,F i(x)〉 �	���� i ��

��������

���� x∗ = (x∗
1, · · · , x∗

n) ∈
n∏

i=1

Xi, ���� i ∈ N ,

�

〈wi,F i(x∗
i ,x

∗
î )〉 = max

yi∈Xi

〈wi,F i(yi,x
∗
î )〉

�� x∗ 	�����������–�#��� (����

��–�#���)�

��"���� x∗ 	�����������–�#�

�� (������–�#���), ���	�������

����–�#��� (����–�#���)�

(����� ������)

������� [generalized multiobjective

game] � N = {1, · · · , n} 	�����
,Xi 	� i��

������, Gi : Xî → 2Xi 	� i ���������


", F i = {f i
1, · · · , f i

k} :
n∏

i=1

Xi → R
k 	� i �������

������

���� x∗ = (x∗
1, · · · , x∗

n) ∈
n∏

i=1

Xi, ���� i ∈ N ,

� x∗
i ∈ Gi(x

∗
î
), ���� yi ∈ Gi(x

∗
î
), �

F i(yi, x
∗
î ) − F i(x∗

i , x
∗
î ) /∈ intRk

+,

�� x∗ 	�������������–�#����

(����� ������)

n ����� [n-person cooperative game] �n

������	����������������	� 

������������
������ ������

�������	��� n �
������������

���������������������
����

���������������������	��

	�,����������
����	��(coalition)�

� N = {1, · · · , n}	�����
,v(S) 	��� N �

�����, 	�� S ��
���, ����� S �	�

����������"�������, ������

v(∅) = 0,

v(N) �
n∑

i=1

v({i}),

�� Γ = (N, v) � n �
���,v(S) �����!���

����� S, T ⊂ N,S
⋂
T = ∅, �

v(S
⋃
T ) � v(S) + v(T ),

���� Γ �������

����� S, T ⊂ N,S
⋂
T = ∅, �

v(S
⋃
T ) = v(S) + v(T ),

���� Γ ������

�� n �
��������, ����

����

(inessential game), ����

����(essential game)�

��� N ����� S, ��

v(S) + v(N \ S) = v(N),

�� Γ 	����(constant-sum game)�

����� S, T ⊂ N, ��

v(S) + v(T ) � v(S
⋃
T ) + v(S

⋂
T ),

�� Γ 	���(convex game)�

(����� ������)

�� [core] n�
����������		���

����	������, ��� n��� x = (x1, · · · , xn)

���, �� xi 	� i ��������x 	������

���

xi � v({i}), i = 1, · · · , n,
n∑

i=1

xi = v(N)�

�� x ����(imputation)����	��xi � v({i})
���� i ������, ��	���� xi ������

�����������, �	�	�����	���
n∑

i=1

xi > v(N) 	����
�, �	��
n∑

i=1

xi < v(N), ���

�����	��, 	������� v(N) −
n∑

i=1

xi ���

��
���

� x = (x1, · · · , xn) � y = (y1, · · · , yn) 	 n �
��

������, S ⊂ N, S �= ∅���

v(S) �
∑
i∈S

yi,

� yi > xi���� i ∈ S��� y �� S ��� x��

� y �S x�

v(S) �
∑
i∈S

yi ��	� y ��, ���� i ∈ S �

yi > xi ���� S ���������� y ���� x�

���� S ⊂ N, S �= ∅, � y �S x, ���� y ��

�� x, �� y � x�

���� x ����������, ������� x

�� n �
����*$, ���	����������

��, 	������������	���, �	���


����*$	���

(����� ������)


�	 [stable set] �� n �
���, ����

� (von Neumann) ��
��� (O. Morgenstern) �
�

�	��
�, ������
�����–�
�����
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��� V ��
����, ������������

����, � V �
��������� V ��
���

������������ V ������, ������

� V �
�����

�� n �
���, ���*$ C �= ∅, ���� V �=
∅, �� C ⊂ V���	��, ����

�������

	��, ������–�
��������

(����� ������)

��	� [Shapley’s value] ���������

�����	���������

%
� (L. S. Shapley) "������ n �
���,

� 3 �	�
�, �������, 	�������, ��

���%
���

Φ(v) = (Φ1(v), · · · ,Φn(v)),

��

Φi(v) =
∑
i∈S

(n− |S|)!(|S| − 1)!

n!
[v(S) − v(S \ i)],

i = 1, · · · , n, | S | ���� S ⊂ N �������

%
��	
��������
�, ���
���

�����	��

(����� ������)

���� [evolutionary game] ��������

���
����������


�



���������������
	, ����

{1, · · · , k}, 	������ i, ������ j, �����

�������� j, ������ i �������
	�

�������
����� Δ =

{
x = (x1, · · · , xk)|xi �

0, i = 1, · · · , k,
k∑

i=1

xi = 1

}
�

	����
�� x ∈ Δ, ����
�� y ∈ Δ, ��

����	 u(x,y) = xTAy, �� A 	 I ���� , ��

�����	 u′(x, y) = xTATy�

x ∈ Δ ��������(evolutionary stable strategy,

ESS), ����� y ∈ Δ, �� εy ∈ (0, 1), ���� ε ∈
(0, εy), �

u(x, εy + (1 − ε)x) > u(y, εy + (1 − ε)x) �

�������, ���� u������������

���	&�, ���� x ∈ Δ��������, ����

����� y ∈ Δ, 	�%�����������,x ∈ Δ

��� y ∈ Δ�

� x = (x1, x2, · · · , xk) ∈ Δ, ei = (0, · · · , 1, · · · , 0)(� i

���� 1, · · ·), i = 1, · · · , k�� ESS 
, ������	�

���
�	�


(replicator dynamics)��


��

��	�	��
�

dxi

dt
= [u(ei,x) − u(x,x)]xi, i = 1, · · · , k�

� ξ(t,x0) ����
 x0 ����	�	���, ��

"���� x0 	 Δ ���, �	 t → ∞ � ξ(t,x0) → x,

� x �	�������
	�

���������	�����	����	"��

�����	�������
������������

����%��
���*�

(����� ������)

�	�� [focal point equilibrium] � 2005 ��

��

����
+" (T. C. Schelling) �
, ����

��		���	�������%�

�
����	

���, ��
�
����	������������

�����
�����

(����� ������)

����� [Bayes game] � 1994����

�

���
+�.� (J. C. Harsanyi)�
, ������
�

N = {1, · · · , n}���� i ∈ N�� i��������	 Ai�


���	 Ti(��	���)�����	 ui : A× T → R�

�� A =
n∏

i=1

Ai, T =
n∏

i=1

Ti���� i ∈ N�� î = N\i�
P : T → [0, 1] 	��
��
 t = (t1, · · · , tn) ∈ T �


�	���	�������	#7���� i ∈ N�� i

����#*���


� ti���#*�� n − 1 ��

���


���
	���������	������


�

Pi(tî/ti) =
P (ti, tî)∑

t
î
∈T

î

P (ti, tî)

����� n− 1 ����
������∑
t
î
∈T

î

Pi(tî/ti)ui(ai(ti), aî(tî), ti, tî)

	����������� ai(ti)�aî(tî) 	�	� i ���

���� n− 1 ����������

���� (a∗1(t1), · · · , a∗n(tn)) ∈
n∏

i=1

Ai����� i ∈ N�

� ∑
t
î
∈T

î

Pi(tî/ti)ui(a
∗
i (ti), a

∗
î (tî), ti, tî)

= max
ai∈Ai

∑
t
î
∈T

î

Pi(tî/ti)ui(ai, a
∗
î (tî), ti, tî),

�� (a∗1(t1), · · · , a∗n(tn)) 	�����������
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�����	�


�������������#�



����
�����	��

(����� ������)

����� [game in extensive form] ����

����	�
�������	������������

�����

(1) ������������

(2) �����
������������#����


�

(3) �����
��
$�����
�������


������#'��
�

(4) ���������	�������������

����	��	������
����

(����� ������)

���� [Cournot game] ����������

1838 ��
�

��������2	
����� q1 � q2 	���

�� 1 ��� 2 ����a ��������������

�����	����������	 c��� p 	����

���� p = a− (q1 + q2)�

�� 1 ��� 2 ��' u1 � u2 	���

u1(q1, q2) = q1(a− q1 − q2) − cq1,

u2(q1, q2) = q2(a− q1 − q2) − cq2�

�� 1��� 2�������'����
∂u1

∂q1
= 0�

∂u2

∂q2
= 0 �� q∗1 = q∗2 =

1

3
(a− c)�����' u1(q

∗
1 , q

∗
2) =

u2(q
∗
1 , q

∗
2) =

1

9
(a− c)2�

�����������������	��
���

�����
����–�#���

(����� ������)


��� [perfect equilibrium] � 1994 ���

�

����
$�& (R. Selten) � 1975 ��
, ��

����
���������������������

	�������	���� (bounded rationality) ���

���� �����
�����	��
	 “'-”��

ε > 0 �	��� X(ε) = {x = (x1, · · · , xm)|xi � ε, i =

1, · · · ,m,
m∑

i=1

xi = 1}� Y (ε) = {y = (y1, · · · , yn)|yj � ε, j =

1, · · · , n,
n∑

j=1

yj = 1}	�	�
������������


��������
	(x(ε),y(ε))��� (x∗,y∗)		 εk →
0 � (x(εk),y(εk)) �������� (x∗,y∗) 		����

� �
���!%�“'-” ���!���
�����

������� (x∗,y∗)	�������	��� (perfect

equilibrium)���	���$�&(���
������

�, ������#�������	 ! (refinement)�

�$�&���

��		��'-��
�
�


	��� (proper equilibrium)��%��� (sequence equi-

librium)�
.��� (persistent equilibrium)� !
��

��$�&��������(���� 1962 ���
�


��� (essential equilibrium) �
��

1986 ������������#���������

�-� (E. Kohlberg) ���� (J. F. Mertens) �
���

�������������#���	��
�
���

�
? �		������������	�������

� !��	����"����
���������� 

!��������	�������
�
�	�#���

���
��� (essential component)���	�����

���"����� n ��
��������#����

������������%���	�
��������

��
����
�
������

(����� ������)

���� [repeated game] ��������, �

��������, ���	�����
��������

���, �������	���������������

������	������� Γ , Γ ���� T �,

����������, ������������	�	

#7, ������������ T ��������

������	������� Γ , Γ �������,

����������, ������������	�	

#7, ��������������������'���

����� ui(t) ��� i ����� t �������,

0 < δ < 1 	'��, ������
∞∑

t=1

δt−1ui(t)�

2005 ����

����
	� (R. J. Aumann) �

���������, �������	��������

���

(����� ������)

����
��� [two-person bargaining prob-

lem] 1950 ���# (J. F. Nash) �
����

�����������, ���������
� S,

����
���	�	 u1 : S → R � u2 : S → R, ��	

���� s ∈ S, ����������

(��%, �������, d ∈ S �	������

���
���,�#"����������� (���#

�) s∗ ∈ S ��
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(u1(s
∗) − u1(d))(u2(s

∗) − u2(d))

=max
s∈S

[(u1(s) − u1(d))(u2(s) − u2(d))]�

(����� ������)

���
 [mechanism design] ���	
���,

���

�����, 

�������

����

�	���, �	##�, �������
�������

������

, ��������, ��������


��������
��������



����������
������	�
��

��, ��
��

	�����%��
��; 	��	



�' ��, ��
�����, ����
�����

��, ���
�	��������
��
�����

2007 ����

��6�� 3 ��

�����


�	�����
, �����������	����

����

(����� ������)

�� [auction] ��������#������

	�

(1) ���#����&��"����, ����!


�������, �	�	1��#�

(2) ,��#���#����
�������, ��

���#���, ����!�.
����
��, �	�

	#��#�

(3) � �����#����&���#��
� �


�, 
����&����
�, �
��
����

(4) � �����#����&���#��
� �


�, 
����&����
�, �
��&��
���

�����

�#
�������������	�

(����� ������)

���� [differential game] 	�������


�����	�	 (�) �����	���

������	��������

�����	�	�⎧⎨⎩
dx

dt
= f(t, x(t), u(t), v(t))

x(t0) = x0

�� u(t)� v(t)	�	�������������	��

��� u(t), ����� v(t), ��������

J(u, v) = h(x(T )) +

∫T

t0

g(t, x(t), u(t), v(t))dt,

�� h � g �	�����, ��� J(u, v) ����, ��

� J(u, v) �����

�������� u∗(t) ����� v∗(t), �����

��� u(t) ������� v(t), ��

J(u, v∗) � J(u∗, v∗) � J(u∗, v),

�� (u∗(t), v∗(t)) 	��	�������

(����� ������)

����� [dummy] � Γ = (N, v) 	�� n �


����i ∈ N , ����� S ⊂ N, i /∈ S, � v(S
⋃{i}) −

v(S) = v({i}), ����� i 	,�����

(����� ������)

�
��� [Bertrand game] ����-���

����������	���������������

�� 1883 ��
������������������	

������	
����

(����� ������)


������� [Stackelberg equilibrium] 



���
��������	��
����	 X, ���

�	 

����	 Y , ������	 f1(x, y)����

���	 f2(x, y)�

����� x ∈ X��#*��� x ����

G(x) = {w ∈ Y |f2(x,w) = max
u∈Y

f2(x, u)}
��� y, ��	�#*�	�������	�����

x∗ ∈ X, �

min
y∈G(x∗)

f1(x
∗, y) = max

x∈X
min

y∈G(x)
f1(x, y)�

(x∗, y∗) �������"�-������ y∗ ∈ G(x∗)��

f1(x
∗, y∗) = min

y∈G(x∗)
f1(x

∗, y)�

(����� ������)


��� [correlated equilibrium] ��#���

���������	��
	������������

���������������		�	�(��
��

	�	��(�����������������
��

��

(����� ������)

���� [stochastic game] 

����(���

�
��	������ (Ω , A)�

��� i ∈ N , � i ������
��	���� Si�

� S =
n∏

i=1

Si�

P : Ω×S → Ω 	����
����� a ∈ A,P (a/ω, s)

������
� ω ∈ Ω��
� s ∈ S �����
�

a ∈ Ω �
��

��� i ∈ N, � i ��������� ui =
∞∑

t=0

δtgi(ωt, st)��� 0 < δ < 1 �%�	��gi : Ω × S → R



1078

	� i ������������ω0 ����
�st ∈ S �

�� t ���
��
 ωt+1 ���
�� ωt, st ���

(����� ������)


	�� [sequential equilibrium] 

 n ��

������������ X ����� (��	���

��$�) ��
����� x ∈ X,h(x) ����� x �

�
��i(x) � i(h) ���� x ��
� h ���
��

�� i, σi(/x) � σi(/h(x)) ����� i(x) �� x ��


���Σ 	�����
 σ = (σ1 · · ·σn) ��
����

σ ∈ Σ , P σ(x) � P σ(h(x)) 	�������� x ��
�

h(x) �
��μ(x) �������
� h(x) �	����

� i(x) � h(x) ���� (�
�	�)�ui(h)(σ/h, μ(h)) �

���� i(h) ��
� h ������� μ(h) ���� σ

�	��������

� Σ0 ��������
 σ = (σ1 · · ·σn) ��
��

��� σ ∈ Σ0, �� h ���� i(h) � h ��
 ai��

σi(ai/h) > 0����� x 	� P σ(h(x)) > 0, ������

��μ(x) = P σ(x)/P σ(h(x)) ����

�� (σ, μ) ���������

(1) (σ, μ) 	�%��������
� h������

� σ′
i(h), �

ui(h)(σ/h, μ(h)) � ui(h)((σ
′
i(h), σî(h))/h, μ(h));

(2) (σ, μ) 	�������� σm ⊂ Σ0 ������

������ {μm}�� (σ, μ) = lim
m→∞

(σm, μm)�

�� (σ, μ) 	���%���

(����� ������)

17.8 � � �

��� [queueing theory] ��	�������

��	������	����	����������	

�����	���
����� “
�” ��������

���������	
��
��

��������
����	���	������

���	� ����������	�� “
�” ����

������� �����	
��
�� �����

����	���������
�	���������

��	������!�� �����&�-��!�	

����!����������!����������

�
"������&2!���
!�	
������

�����������	����

����		������� “
�” ��������

�
��
�������������
�	��
��

�����	�	������	

���
�	�
�

���)
���	�����	

���!�	���

��
���

		���������
������

��

������


����

����������� “
�” ���		����

�����*��������������	
��
�

������
�������� ����	������

��*����	�
�	��������
���	�

���

(������ ������)

�	 [customer] ��
�����	������

������� “
�” ����.����	�����	

���	�������
�	����������



!��$��	�'������
�����"����

�	������� “
�” �����.��	����


�����������	� ��	�����.�	�

������

(������ ������)

��	
 [arrival epoch] �	��	������

����'�	������������� “
�” ��

����������������

���� {un}∞n=1

��������������������.�����

�� u1���������.������� u1 +u2���

��� n������.������� u1 +u2 + · · ·+un�

	������������ ���������

	

	 {A(t)|t � 0} ������ A(t)����� t �����

���� “
�” ������ A(0−) = 0��������

��
u1 = inf{t > 0, A(t+) > A(t−)},

u1 + · · · + un = inf{t > u1 + · · · + un−1,

A(t+) > A(t−)}, n = 2, 3, · · ·�
	��������������.��������

������ ���������

		 {A(t)|t � 0}
������ A(t) ����� t �������.����

�� {A(t)|t � 0} �.���		�
(������ ������)

��	��� [interarrival time] 	������


����	��	�
��&��.�������&�

��

���� {un}∞n=1 ��
��	��������

������&�� {un}∞n=1 �������� ����

������/� (Poisson) �� (������)����

(Erlang) ����
������
	���

������������
����.������

�&�����	������



1079

�/��� (������) ��.������&��

{un}∞n=1 �
			���

����� u1 !����

� λ ����	���� λ > 0��

Pr(u1 � t) =

{
0, t < 0,

1 − e−λt, t � 0�

���� (Erlang) ����.������&��

{un}∞n=1 �
			���

����� u1 !� m �

���	���

Pr(u1 � t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, t < 0,

1 −
m−1∑
k=0

(λt)k

k!
e−λt, t � 0�

��
�����.������&�� {un}∞n=1 ��


			���

����� u1 !��
�	���

Pr(u1 � t) =

{
0, t < 0,

1 − αexp(T t)e, t � 0,

u1 ��*����
��� {1, 2, · · · ,m,m + 1}���

m + 1 �)�
�����
��
����������


��)����

���
	����.������&�� {un}∞n=1 �

�
			���

����� u1 ����	���
�

����	�������	��
	������


	����
��	����� ��������

��������
������
	���

���������.������&�� {un}∞n=1 	


			�

����� u1 �
� 1 �
�����

����	�.������&�� {un}∞n=1 �
		

	�

�����

Pr{u1 = k} = (1 − p)k−1p, k = 1, 2, · · · ,

�� 0 < p < 1�������	����� [0, n] ����

.�������

��
���	���� k �.��

��
�� Ck
np

k(1 − p)n−k, k = 0, 1, · · · , n�
�
���	�.������&�� {un}∞n=1 �
	

		�

����� u1 ��
��
	��� u1 	��

�
��� {1, 2, · · · ,m,m + 1}��
 m + 1 �)�
��

� m ��
��
��
�������
��)����

��
	��	�.������&�� {un}∞n=1 ��

�
			��������

������ u1 ����

�	���
��������������
����	

��
	������

(������ ������)

����� [loss system] ���!
������

�����.���
�����	�����.�����

��������
��
���(� (��
�

��

���.�)��.���
�!��������!
��

�������

�����
��
�
�	�����

������� �!"��	

�����
�
�	

������ k ��*����	
������� k ��

*��� !"�(���������!"�	�!%�

(������ ������)

�	��� [waiting system] ����
����

�������.���
�����	��������

�����	�����.���������	����


��.��������	�����
��

(������ ������)

����� [mixed system] �.���


	

���	�������
��������

��	(

��������
�������		�����

�

���	��������	��������

�	��������������������	�

���.���
���.���������
�
��

�����������(���.��	����
��

���������	���
�����
�
���


�.������
���
��.�(���.��	�

�"�

�	����������������.���
�

��������.�������������	
��

����� T������	 T �.���"�

�	�.��������������.���
�

��������.���������������
�

�����	
������ T��	 T �.���"�

(������ ������)


��	 [service discipline] 	

	����


�
��(���.���
���������
��.

���� 1 ���
�
����
��.������.

���
��������
�������
�����


��


�����
����
���

���
��
���	�
�
��(���.��

�
������
��.�� �������
��


��

���
��
���	�
�
��(���.��

�
������
��.�� �������
��


��




��
���	�
�
��(���.���


������������
����.��

���

��
����

����������

����
���	�������������
�
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�.���������	
�
��(���.���


�������
��.�� ���������
���

��
	�.����������
��
����

����
��������	��		�(����


����	�		��(����
������(��

��
�����������.��������
�


���
�����������.����
�
��	

�������������.�
������
���

���.������
�
�
�����(����


���	���������.��(�
�
���
��

����
���	� "�

	��
���(processor sharing)���������

���.��	�����
�
���
����
�
�

����
����	�����
��.�������	

���
�
��	�����
���� [t, t+Δ) (Δ > 0)

���
� n �.����� [t, t + Δ) �������.

���
�
������ Δ/n ����
��

��	��
���(head-of-the-line processor sharing)�

���	������ K 	�	
��.��.�����

����
������	�����
���������

�����
��������.��	�����
�


���
����������
����	�����


��.���

���
���(round robin)���������� Δ >

0����
������.���
������
�.�

����
���	 Δ��
�.���
���� v��

�.���
�
��� �v/Δ� �
���������
(������ ������)


�� [server] 	��������������

.��
����
������	�����	
	�
�

������
�
����	������	�����

�����	����.�	��-&/�����
�#�

	����
�
����	�����
�#��
�	

����.���#*�	�
�#�

(������ ������)


�	� [service time] 
�#������.�

�
�����������
�����	

��

� vi ��
�#
�� i �.������, �	��

��������.�
����� {vn}∞n=1 ����		

��

��	����.��
����	����� c�

���	��.��
���
�
	���
	��

��	���

Pr(v1 � x) =

{
0, x < 0,

1 − e−μx, x � 0,

�� μ > 0 �����

��� (Erlang) 	��.��
���
�
	���


	� m ����	���

Pr(v1 � x) =

⎧⎨⎩
0, x < 0,

1 −
m−1∑
i=0

e−μx (μx)i

i!
, x � 0,

�� μ > 0 �����

���	��.��
���
�
	���
	� m

����	���

Pr(v1 � x) =

⎧⎨⎩
0, x < 0,

1 −
m∑

i=1

αie
−μix, x � 0,

�� μi > 0 � αi > 0 (i = 1, 2, · · · ,m) �����
m∑

i=1

αi =

1�

�
�	��.��
���
�
	���
	��


�	���

Pr(v1 � x) =

{
0, x < 0,

1 − βexp{Sx}e, x � 0,

v1 ��*����
��� {1, 2, · · · ,m,m + 1}���

m + 1 �)�
�����
��
����������


��)����

��
�	��.��
���
�
	����
	

�	���.�
����� {vn}∞n=1 ��
			�



������� v1 ����	��	��
���*	
�


���	��	��
�	�����

���
���	����.��
�����	��

�������

���� �	����	���.�


����� {vn}∞n=1 �
			�

����� Pr(v1 =

m) = 1��� m �
������	���.�
���

�� {vn}∞n=1 �
			�

����� Pr(v1 = k) =

pk−1(1 − p)�k = 1, 2, · · ·��� 0 < p < 1��
�	���

.�
����� {vn}∞n=1 �
			�

�����v1

��
��� {1, 2, · · · ,m,m+ 1}�� (m+1) �)�
��

���
��
��
�������
��)�����

���
�	���.�
����� {vn}∞n=1 �
			

�

����� v1 �������������	��



���

(������ ������)
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�
���� [single-server system] �	���


�#�	����� ��
�#��� M/M/1�M/G/1�

G/M/1 � G/G/1 ���

M/M/1 �
�#��	����������
��

�
����.�������/� (Poisson) ������

���� λ��.��
���
�
	�!���
	�

�����	��������� μ�

M/G/1������
����
���.�����

	��� λ �/�		�.��
����� {vn}∞n=1 ��


			�

�����

G/M/1 	�����
����
���.�����

	��
	����.��
���
�
	�!���


	�� μ ����	��

G/G/1 	���
����
���.�����	�

�
	���.��
�����	���
			�



����������	�
�#�����.�����

�&���.�
�����
�
	�

(������ ������)

�
���� [multi-server system] �
�#

�����	����� ��
�#��� M/M/k �

G/M/k�

M/M/k 	��� k �
�#�����
�����

���
����.����	��� λ �/� (Poisson)

		�.��
���
�
	�!�
	����	��

����.�����
�#��
�����.����

��&���.�
�����
�
	�

G/M/k 	��� k �
�#���
����
���

.��������
	���.��
���
�
	�!

�
	����	������.�����
�#��


�����.������&���.�
�����
�


	�

(������ ������)

�	 [queue length] 	�����������


���������

		����� {Q(t)|t � 0}���
���� t�Q(t)���������.����	���


��.������
��
��.���	��
��


.������	
����������

���.��

��	��������		 {Q(t)|t � 0} �	����


		�������
.���

��		��� t ��� Q(t) �	��������

�.�� Q(0)�(0, t] �.����� (0, t] ����
��

.����
��������
���������
�

� G/G/1 ����.�������&��� {un}∞n=1�.

��
������ {vn}∞n=1��

A(t) =

{
0, u1 > t,

sup{n | u1 + · · · + un � t}, u1 � t;

S(t) =

{
0, v1 > t,

sup{n | v1 + · · · + vn � t}, v1 � t�

� I(t) ��
�#� [0, t] ���������"��

I(t) = t−
∫ t

0

I{Q(s)>0}ds,

�� I{Q(s)>0} ��� {Q(s) > 0} �������

I{Q(s)>0} =

{
1, Q(s) > 0,

0, Q(s) = 0,

�

Q(t) = Q(0) +A(t) + S(t− I(t)), t � 0�

�������� (�� M) �	���������

�� k �
�#����		 {Q(t)|t � 0} 	�����
{0, 1, · · · ,M + k} ��

		�

�	������������			�� �����

����		�)���	.�������"���

(������ �����)

�� [idle period] �����	�������


�#����
���	���������������

���
���������	����������	�

	�����.����
������ M/M/1 ����

.������&����	����� λ�.��
��

�����	���� μ�����	������#��

��������!���� λ ����	��

������� t�� [0, t] ������������

�������� G/G/1 ����.�������&��

� {un}∞n=1�.��
������ {vn}∞n=1�������

����.������������������ 0 ��

���� u1������������ u1 + v1 + · · · + vN�

��

N = min{n | u2 + · · · + un+1 − (v1 + · · · + vn) > 0},

����� (u2 + · · · + uN + uN+1) − (v1 + · · · + vN )���

���������� n ��������

�	

�������
��������� [0, t]

�
�#����"��	�����������
��

���
��

		����� {I(t)|t � 0}����
��
�#�	�������		� Q(t)��� I(t) =∫ t

0

I{Q(s)=0}ds��� I{Q(s)=0} 	�� {Q(s) = 0} ����

���

I{Q(s)=0} =

{
1, Q(s) = 0,

0, Q(s) �= 0�
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	� {I(t)|t � 0} ����#		�
(������ ������)

�� [busy period] �����	�������

��
��
�#���	���
	
��������

�.���
��������������������

�����#*���
�#������		�
	




������	������.��	�����.��

��
����� G/G/1 	�����.�������&

��� {un}∞n=1�.��
������ {vn}∞n=1����

�������.������������������

�� u1������ v1 + · · · + vN���

N = min{n | (u2 + · · · + un+1) − (v1 + · · · + vn) > 0}�

����������� n ������ B(t) �� [0, t] �

������"���

B(t) = t− I(t) =

∫ t

0

I{Q(s)>0}ds�

{B(t)|t � 0} ���#		�
(������ ������)

�		� [waiting time] .������	���

.��������.�����
����������

����	��.����$������


�.�����������������.���

����&��
����	�����
������ G/

G/1 	������.������&��� {un}∞n=1�


������ {vn}∞n=1���������.��� 0���

��
����������.������ W1 � 0�� n

���.�������

Wn = max{Wn−1 + vn−1 − un, 0}, n = 2, 3, · · · .

��	�
�������.�����#�����

��	���������#�������
��� t��

���	����� t ����.�����.����

����� t ���������� W (t) ������

�,����(virtual waiting time)�# {W (t)|t � 0} 	
�� ���������		�)���	.�����

�������� G/G/1 ����

W (u1 + · · · + un) = Wn, n = 1, 2, · · ·�

� W (t, x) = Pr(W (t) � x)�� M/M/1 � G/M/1 �

���.�
�������	����� μ�� Q(t) ��

t �������������	������#�

W (t, x) =
∞∑

i=0

E(i)(x)Pr(Q(t) = i), x � 0,

�� E(i)(x) ��� μ � i ����	���

E(i)(x) =

⎧⎨⎩ 1, i = 0,∫x

0

μi ti−1

(i− 1)!
e−μtdt, i = 1, 2, · · ·�

� M/G/1 �����.������&����	�

���� λ�.��
������ {vn}∞n=1��

Pr(v1 � x) = H(x)�


��	 ε→ 0��

W (t+ ε, x)= (1 − λε)W (t, x+ ε)

+λε

∫x+ε

0

H(x+ ε− y)dyW (t, y) + o(ε)�

� W (t, x) �����	�	�	

∂W (t, x)

∂t
=
∂W (t, x)

∂x
−λW (t, x)+λ

∫x

0

H(x−y)dyW (t, y)�

��	�	���/��� (Takács) �	�	�	�

(������ ������)

��	� [sojourn time] ��.������.�

��	��.������������.����
��

�����������	����.��.���	��

��
����������������.��.���

��������.���	�����.��
����

�� G/G/1 	�����.������&���

{un}∞n=1�
������ {vn}∞n=1��������.�

�� 0�����
��������.��.��� W s
1 �

v1������ n ���.��.����

W s
n = vn + max{ W s

n−1 − un, 0 }, n = 2, 3, · · ·�

(������ ������)

�
�� [departure process] ��������

���
���������

		���� {D(t)|t � 0}
����"		��� t �� D(t) ��� [0, t] ����


�#��
��������.���	��������

��[0, t]������
��.����
��������

���.��� (0, t]���.��	
�����{D(t)|t �
0}��� ������������		�)��
�.�
�������������
� G/G/1 ���� {un}∞n=1

�.�������&���{vn}∞n=1 �.��
����

����

S(t) =

{
0, v1 > t,

sup{n | v1 + · · · + vn � t} v1 � t�



1083

�				 {I(t)|t � 0} ����#
�#� [0, t] ����

���"� t − I(t)���� [0, t] ����
���.��

D(t) ��� S(t− I(t))�

(������ �����)

���� [workload process] ��������

���
�����
���

		����� {V (t)|t �
0}�V (t) ������� t �0����������� t

�������� ��.����
���������

�������������,		��� t ������

[0, t] ���.�������&��������.���

�
����� G/G/1 ������.�������&�

�� {un}∞n=1�.��
������ {vn}∞n=1���

A(t) =

{
0, u1 > t,

sup{n | u1 + · · · + un � t}, u1 � t�

��������.���������� [0, t] �����


����.��
�#
�������
A(t)∑
i=1

vi(� A(t) =

0���
A(t)∑
i=1

vi = 0)����		 {I(t)|t � 0} ���#��
[0, t] ���
�#������"� t− I(t)����

V (t) =

A(t)∑
i=1

vi − (t− I(t))�

��#*�� t �= u1 + · · ·+ un���� t ��,		�

	���	�� t .�������� t = u1 + · · ·+ un��

V (t) = Wn + vn�

(������ �����)



�� [batch arrival; bulk arrival] ����

������.�������		���.���	��.

�������.������

�����	����.

���	���	������ un ��� (n− 1) ��� n

�.�������&��� n ����.����� bn�

�����		���� {un, bn}∞n=1 �����

A(t) =

{
0, u1 > t,

sup{n | u1 + · · · + un � t}, u1 � t,

� (0, t] ������.���
A(t)∑
i=1

bi�

	 {un}∞n=1 �
			��
���� λ ����	

���# {A(t)|t � 0} �/� (Poisson) 		�������

��		

{
A(t)∑
i=1

bi : t � 0

}


	���
/�		�

(������ ������)




� [bulk service] �
�#��.�
���

�			����.���
���	������	��

�
��� ���	��
�����	���)���

�
��	�		�)����
�����)����


�	����	��
�#���.�
�������
�

�.���	��� b(b ����������)�
�#	

���� b ����.���
���	���
����

�
��.���� b���
�#	������.���


���	���
����)����
�����
�#

	�		��
��.����� b ����
����	

��
� b �.���	���
��

(������ ������)

�	�
 [transient behavior] �����	��

�������
	���������
���� (��

���
���) �

		��������������

����������
���
-��	�	
���



		����������
�	����	� M/M/1

��������

� M/M/1 �����.��	
�����
���

	�!���� λ � μ ����	��� Q(t) �����

t ������������� i �.����
�	��

pn(t) = Pr(Q(t) = n)�

���

pn(t)=

(
λ

μ

) n−i
2

e−(λ+μ)t{ In−i(2 +
√
λμ)

+

(
λ

μ

)− 1
2

In+i+1(2 +
√
λμ)

+
∞∑

j=1

(
1 − λ

μ

)(
λ

μ

)− j+1
2

In+i+j+1(2 +
√
λμ) },

��

In(y) = I−n(y) =
∞∑

j=0

( y
2

)n+2j

j!(n+ j)!
, n � 0�

� W (t) ���� t ��.������������
�

	�����	������

Pr(W (t) > x)=
∞∑

j=1

Pr(Q(t) = j)Pr(W (t) > x | Q(t) = j)

=

∞∑
j=1

pj(t)

j−1∑
i=1

e−μx (μx)i

i!
,

�� pj(t) ����
�

(������ ������)

�
�
 [stationary behavior] �����	�

�������
	����������
���� (��
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���
��) �

		�����������	���

��
	
�����������$����

�� M/M/1 ����.������&�
����

���	���	�� λ, μ������		�����	

		��� {Q(t)|t � 0} � {W (t)|t � 0}�� λ

μ
< 1���

lim
t→∞

Pr(Q(t) = n) =

(
1 − λ

μ

)(
λ

μ

)n

, n = 0, 1, 2, · · · ,

�

lim
t→∞

Pr(W (t) > x) =

(
λ

μ

)
e−(μ−λ)x, x � 0�

� M/G/1 �����.������&����	�

���� λ��.��
����� {vn}∞n=1 !��	��

H(x)��

Pr(v1 � x) = H(x)�

H(x) ��
��–� ������ H∗(s)�� 1/μ = Ev1�

� Wn ��� n ���.��������� λ/μ < 1��

lim
n→∞

Pr(Wn � x) = W (x),

�� W (x) ��
��–� ������

W ∗(s) =
(1 − ρ)s

s− λ+ λH∗(s)

���
�������

		������
	


���

�����������		���	��
��



���

�������������

		��	

�

�������	����
����		 {W (t)|t �
0} �.������������ {Wn}∞n=1�

(������ ������)

�	����� [imbedded Markov chain] �

�
	������'�*��
������	�

	

	�	�����
		�� M/G/1 � G/M/k ����

����		 {Q(t)|t � 0} ��	���
		��		
{Q(t)|t � 0} �����
����������	
%�	
	��
���������������
������


����������
�����		�������

�
�����������
		����������


��������		�
����

� M/G/1 �����	�	��������	��

��� λ��.��
����� {vn}∞n=1 !��	���

� H(x)�� Pr(v1 � x) = H(x)�� Dn ��� n �
��

�.����������

Qn = Q(Dn+)�

� {Qn}∞n=1 �������
���� ��
�� �⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α0 α1 α2 · · ·
α0 α1 α2 · · ·
0 α0 α1 · · ·

. . .
. . .

. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

�� αk =

∫∞

0

(λt)k

k!
e−λtdH(t), k = 0, 1, 2, · · ·�

(������ ������)

����� [supplementary variable method]

��
	����������
��������	�



		���	�����
		���		
	���	

���
		��	���
��	����		�����

�����
	��		�� (������
�����

����

		)������		���������


		��������
		������		�����

		�
�����	�	���
		��������

���

� M/G/1 ������� t ���
��.� (	

Q(t) �= 0 �) �0�
��������������#

��		 {Q(t)|t � 0} �	�����
		������
���

		 {R(t)|t � 0}�

R(t) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, Q(t) = 0,

t�����
��.

�
�
���� Q(t) �= 0,

� {(Q(t), R(t))|t � 0} 	�����
		���
��
� {0, 1, 2, · · ·} × [0,∞)��������
		�����

{(Q(t),R(t))|t � 0}�
(������ ������)

������ [matrix-geometric method] ��

M/G/1 ��� G/M/1 ������		 {Q(t)|t � 0} �	
����������
		���	���"�����

�	�		 {Q(t)|t � 0} ���������������
����
		����
����������
���


������������
�
��%����� M/G/1

� G/M/1 �������		 {Q(t)|t � 0} �	���

		��		.��
���������&�����

����������� M/G/1 ����
���	��

G/M/1����.������&	���	���	��

	������� {Q(t)|t � 0} ������������

����"���������������
		��


�������� ����	���	�	����


������������
 {1, 2, · · · , m,m+1}�����
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���
� {X(t)|t � 0}��
 (m+1) �)�
�����


���
��������(
T Te

0 0

)
,

���e �� 1 ���� m �������	��

(α1, · · · , αm, αm+1)�

� ξ ������
		�)�����

ξ = inf{t � 0 | X(t) = m+ 1},

�

Pr(ξ � x) = 1 − αexp{Tx}e, x � 0,

�� α = (α1, · · · , αm)�� ξ �� PH 	���
�	�

(phase-type distribution)����
 {1, 2, · · · ,m,m+ 1} �
� PH 	���
��� PH 	����� PH���#*

PH �������	���� [0,∞) ����
�	��

�����(��������������� [0,∞) ��


�	����������	�� PH 	�������

	�����
�	����� G/M/1 ����.���

���&�	�	������� PH 	��� Φ(t) ��

�� t ����������.������&�
	 PH

	�����
�� {(Q(t),Φ(t))|t � 0} 	���
��
� {(0, 1), · · · , (0,m), (1, 1), · · · , (1,m), · · ·} �������
�
		����������%����		�⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

B0 A0 0 0 0 · · ·
B1 A1 A0 0 0 · · ·
B2 A2 A1 A0 0 · · ·
B3 A3 A2 A1 A0 · · ·
...

...
...

...
...

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

���������� m×m � �	���������

���	��� {Q(t)|t � 0} ���	�����	���
��
 m×m � ��	��
���� ����

(������ ������)

���� [fluid approximation] ��
�	��

	�������
�������

		�
		��

���������	��

		�����
�	�!

����������!��������
			�
	�

�������������	���
����

		

{X(t)|t � 0}�����#�����&*��� D[0,∞)(�

�� [0,∞) � �������������)������


��	��!���� N(N ���) �����
X(Nt)

N
�

��#����� N�

		

{
X(Nt)

N
|t � 0

}
�#�

����&*��� D[0,∞)������#�����&

*�� D[0,∞) ��

		 {X(t)|t � 0} ������
�� (Skorohod) J1 ������ N ���

{
X(Nt)

N
|t �

0

}
�#����� {X(t)|t � 0}�� {X(t)|t � 0} �/	

	 {X(t)|t � 0} ���
���	��������


��	�����
������� N �	��� (N =

1, 2, · · ·) ��
	�

		�� {X(N)(t)|t � 0}��		
{X(N)(t)|t � 0} ��!�� N �����

X(N)(Nt)

N
�



������ J1 �����

{
X(N)(Nt)

N
|t � 0

}
�#��

��������������/ {X(N)(t)|t � 0} ���

��

����
��	�	��������������

	�������	
�

(������ ������)

���� [diffusion approximation] �

�	

��	�������
�������

		�
		

����������������� (heavy traffic limit

theorem)�������	�

		�����
���

���!��������	!������
			�


	��������������	���
������



		 {X(t) : t � 0}�����#�����&*��
� D[0,∞) (��� [0,∞) � ������������

�)�����!� N ������
�
1√
N
!������

� N �����
X(Nt)√

N
�#		

{
X(Nt)√

N
|t � 0

}
�#�

����&*��� D[0,∞)�������#����&

*�� D[0,∞) ��

		 {X̂(t) : t � 0}������

�� (Skorohod) J1 ����

{
X(Nt)√

N
|t � 0

}
�	����

{X̂(t)|t � 0}��� {X̂(t)|t � 0} �		 {X(t)|t � 0} ��


��

���
�
	���

��	�����
����

��� N �	��� (N = 1, 2, · · ·) ���	������
���

		�� {X(N)(t)|t � 0}��		 {X(N)(t)|t �

0} ���� N !�������
�
1√
N
�����

X(N)(Nt)√
N

�

������ J1������

{
X(N)(Nt)√

N
|

t � 0

}
����������, ������ {X(N)(t)|t �
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0} ��

��
���

��	�	���$�����

(������ ������)

��� [strong approximation] 	�����


���	����

		��
������
����



		��
���#�����
			�

���

� {Xn|n � 1}��

EX1 = a, E(X1 − a)2 = σ2
�

����� δ > 0 �� E|X1|2+δ < ∞�������
�
������� {Xn|n � 1}(��������
	���
���	�)����������
 {ξ(t)|t � 0} ��

sup
0�t�T

|
	t
∑
i=1

(Xi − a) − σξ(t)| =a.s. o(T
1/(2+δ))�

������������.�� G/G/1������

	�	������ {un}∞n=1 �.�
����� {vn}∞n=1

���
 δ > 0�

Eu2+δ
1 <∞, Ev2+δ

1 <∞,

���		�� {Q(t)|t � 0}��

λ−1 = Eu1, μ−1 = Ev1,

σ2
A = E

(
u1 − 1

λ

)2

, σ2
S = E

(
v1 − 1

μ

)2

,

��������
�����������	�����

�		 {Q(t)|t � 0}(�����		�
	������	
�)�����������
 ξ(t) ��	 λ > μ ��

sup
0�t�T

|Q(t) − (λ− μ)t− σξ(t)| =a.s. o(T
1/(2+δ));

	 λ = μ ��

sup
0�t�T

|Q(t) − σ(ξ(t)− inf
0�s�t

ξ(s))| =a.s. o(T
1/(2+δ)),

�� σ2 = λ3σ2
A + μ3σ2

S�

(������ �����)

���� [fluid model] ���
	���	��

������������������	��������

����	��	&%��
���������	���

����������.���		�
���.��"	

	��������������
�����.����

		�
���.��"		����
	��
��
�

������������

�� G/G/1 ��� ��.������&���

{un}∞n=1�.�
������ {vn}∞n=1��

λ−1 = Eu1, μ−1 = Ev1�

����
�������		 Q(t) ���{
Q(t) = Q(0) +A(t) − S(t− I(t)), t � 0,∫∞

0

Q(t)dI(t) = 0,

���I(t) �#,

A(t) =

{
0, u1 > t,

sup{n | u1 + · · · + un � t}, u1 � t;

S(t) =

{
0, v1 > t,

sup{n | v1 + · · · + vn � t}, v1 � t;

{I(t)|t � 0}���		�

�� A(t) ���
�� λt�S(t) ���
�� μt����

�����{
Q(t) = Q(0) + (λ− μ)t+ μI(t), t � 0,∫∞

0

Q(t)dI(t) = 0�

I(t) �#�����
��	�	�������
���

�	���� t ����������������	��

������������������������



�������������� (Skorohod) ���

������������������ ����


�	������	���������.�����		�

������
����	�������������	�


�#
������������������
���.

�������
������������
����


������������
��� {1, 2, · · ·}����
�
{X(t)|t � 0} �������������
�� {1, 2, · · ·}
������� λ(i) � μ(i)�i ∈ {1, 2, · · ·}��� λ(X(t))

��.���� t ������μ(X(t)) ��
�#��� t


�.������ Q(t) ���� t ���.�����

dQ(t)

dt
=

{
λ(X(t)) − μ(X(t)), Q(t) > 0,

(λ(X(t)) − μ(X(t)))+, Q(t) = 0,

�

Q(t) = sup
0�u�t

(
Y (t),

∫ t

u

[λ(X(s)) − μ(X(s))]ds

)
, t � 0,

��

Y (t) = Q(0) +

∫ t

0

[λ(X(s)) − μ(X(s))]ds, t � 0�
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�	���������
���	����

(������ ������)

���� [Brownian model] ���������


	�	������
��	�����
��	����

�����	�������������.���		�


���.��"		��������������
�

����.����		�
���.��"		����

�

��
�������������

��G/G/1���.�������&��� {un}∞n=1�

.��
������ {vn}∞n=1��

λ−1 = Eu1, μ−1 = Ev1,

σ2
A = E

(
u1 − 1

λ

)2

, σ2
S = E

(
v1 − 1

μ

)2

�

�����������
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Q̂(t) = Q̂(0) + (σ2

Aλ
3 + σ2

Sμ
3)1/2ξ(t)

+(λ− μ)t+ μÎ(t), t � 0,∫∞

0

Q̂(t)dÎ(t) = 0�

���̂I(t) �#�ξ(t) ��������
��

��

����	��
���������������	��

���������

���	����
�
�	��

�������	����
�������������

����������"���
����

(������ ������)

���
 [queueing network] ��	�����

�����������������

��������

��
�#��������������
�����	

����
���.��
�������
������

�
�	������	�����������&���


��	�� ������
�	��������

�����%����������
����.���

����
����.����������
	�� �

�����
����
� 1 �����������
�

	������	�����������������


����.���������	����.�	���	

�����������
	�
�#
��������

�����������
���
� 1 ��������

�	�
�	������	����

�������������
��.����
��

�		���������������.�	�
���

�	������������
����.��#���


�	�������		���������������

����������
.��

	����

�������
.��J ����	�����	��

������
����.���.���������


��
� 1 �����������
����
����

��� j(j < J) �������
��.��
� 1 ��

�� (j + 1) ������
������ J ������

�
��.��
� 1 ���������	������

�	����

����
.��	����� {u(j)
n }∞n=1 ��� j �

������
���.�����&���� {v(j)
n }∞n=1 �

�� j ������ n �.����
�����
			

�

���� {ϕ(j)
n }∞n=1 ��� j ���
��.���

������� {e1, · · · , eJ , 0}, �� ei �� i ���� 1

����� J �������� ϕ
(j)
n = ei���� j ���


���� n �.�	������ i ����� ϕ
(j)
n = 0�

��� j ���
���� n �.�	���������

����������������������
.��

	������ {(u(j)
n , v

(j)
n , ϕ

(j)
n )}∞n=1 �������
�

���

� pij = Pr(ϕ
(i)
1 = j)�P = (pij)J×J ��.����

� ��	�

�������
.���	����	

�.����� P �$���� 1������
.��

�	����	.����� P �������� 1��

����������	�������� P �⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

. . .

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�

����
.��	�����
�	�������

�
.��

	�������	����������

����
����.���
���������.�


������
� 1 ����������
���(
�

��	��������
���������.�
��

����
� 1 ��������
���(
����	

������	������
��
����.����

���
�����������.����������

�	�	��	������
����
����.��

��
����
�����������.������

�����	�	���	������
.����	�

�������������
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����
.��	������� J ����K 
.

��� {u(k)
n }∞n=1 ��� k 
.����
�������

&���{v(k)
n }∞n=1 ��� k 
.����
������


			�

���� {ϕ(k)
n }∞n=1 ��� k 
.�
���

�����	������ {e1, · · · , eK ,0}��� ek ��

� k ���� 1������ K ����� ϕ
(k)
n = ei��

��� k 
.��� n �
����.���� i 
.��

� c(j) ��� j ����
��.���
��
���

c(1), · · · , c(J) 	.���
����
 {1, · · · ,K} �%	�
��������� C = (cjk)J×K���

cjk =

{
1, k ∈ c(j),

0, k �∈ c(j)�

� pij = Pr(ϕ
(i)
1 = j)�P = (pij)K×K������


.��	��������
�������������


�{(u(k)
n , v

(k)
n , ϕ

(k)
n )}∞n=1 �� C ����

�����	������
���������.�

����
.�����
��������������

��
.���
���������.�����
.��

���
����������������
.��#

C =

(
1 0 0 1

0 1 1 0

)
, P =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠�

���
.��	������	���
.��	�

������� J = K �����
.��	������

����
.��	����

(������ ������)

���� [Jackson network] �
�����	�

�		��
���	�		��
�����
��	��

��
.��

��������������
���.

��������
�.���			��/� (Poisson) 	

	�������.����
���
�
	������

��	����������.�
��������	
�


	��
		����� ��	���.����
��

�����
����
������	
�
	�����

�� {(u(i)
n , v

(i)
n , ϕ

(i)
n )}∞n=1, i = 1, · · · , J���������


.��	�������� i�{u(i)
n }∞n=1�{v(i)

n }∞n=1 �
		

	�������	��

�����{ϕ(i)
n }∞n=1 ��
	

		�

������� {u(i)
n }∞n=1�{v(i)

n }∞n=1�{ϕ(i)
n }∞n=1

(i = 1, · · · , J) 	 3J ��

	����

��� J ������
�������
.��J �

����

	����
	���
������	���


�.������
����	��
�
	�
���

.�����	
�
	��

(������ ������)

���� [cyclic queue] �
������
���

�����	������ J ����	��������

���
���.��
� 1��������"��
��

��
����
�
� 1 ���������������

� J ���
���.��
� 1����������


�������.����������*
�������

�����
��

(������ ������)

���� [vacation queue] .�	���	�	�

������
��.���
��	����	����

������
�#��	�	�������������

�.���
���.�	���	�
�#��
	�	

����	���
������.���
���
�#�

�����.���
���
�����
�#�.��

������
�#.���	���	���
����

��$� ���������
��������
��

����&����
���


�#�.�������	���/
�

��.

�����
.���	
�#�(��
�.������


�����������.���������.���

���.������	��

�������.����

.����.�	��(����.��
�#�	����

�

�� (�� V ) �.������.��������

���
��.���&�	��

���� V 
			

��.����.����"��
�.�������


���
��.��
�#����.���
�.���


�#�������
����.����.�	���

	��	������
�#�	�����

��� V

�.��	.���������
�.���
��
�#

�	���
����.�������.����
�#

���������
�����.����������

(������ ������)

���� [retrial queue] �-	���	���	

����
	���������
����.�����

��������������0������0��
��

�.����!��	����
�����(������

��(��������.���
	����-����

�����

���� k �
�#���	� M �.�

����������
����.�����
�#���

�	��
����
�#����
����� k �
�
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#������� M ��	�.������#�(���

������(�������	���
����� k �


�#������� M ��	�.�������
�(

����������
���(���"�
	�����

��

�� Y �������������������

�
�#� M ��	�.������#�(�����-

�������������.�&����(����
	

��� Y 
			������������������

�����"���.���������

(������ ������)

���� [traffic equation] 	���.�����

�����
�������		��
����.���

���.������&�
			�

���� {un}∞n=1�

����������	������&������0��

��������
����.��
�	�������

��.��	��	���

����	�������	�����
.��	��

������
.�����������	���		��

���
������		���������
.�
��

�������������
.��	���������

��
��.�������	���		���
����

.����		������
���.������

�����
.����� J ����	������

���
�.������&� {u(j)
n }∞n=1 �
�.�
�

��� {v(j)
n }∞n=1 �
�
���.����� � P =

(pij)J×J��

αj =
1

Eu
(j)
1

, μj =
1

Ev
(j)
1

�

� (λ1, · · · , λJ ) ����	��

(λ1, · · · , λJ ) = (α1, · · · , αJ ) + ((λ1 ∧ μ1), · · · , (λJ ∧ μJ ))P�

�.���� P ������λj ���	� j ����

.�������������	������
.���

	�������	�

��� K 
.��J �����	��� (J � K)�

� k 
.��
������&���
			�

��

�� {u(k)
n }∞n=1��
������
			�

����

{v(k)
n }∞n=1 �
�
���.���� � P = (pij)K×K�

�

αk =
1

Eu
(k)
1

, μk =
1

Ev
(k)
1

�

����� k (1 � k � K)�(α1, · · · , αK)(I−P )−1 �� k

��������� μk�����	�

(λ1, · · · , λK) = (α1, · · · , αK)(I−P )−1
�

�.���� P ������#
∞∑

n=1

αj(P
n)ji ���	

� j 
.�
�������� i (i �= j) 
.�����

����# λj 	 j 
.���������

(������ �����)

���� [traffic intensity] ������
�.

���������
����

�� M/M/1 ������	�	����!����

λ ����	��.�
���!���� μ ����	

������������
λ

μ
������

λ

μ
< 1���

�������(light traffic)��
λ

μ
� 1�������,

������(heavy traffic)�

������
.��J ��������������


�.�������&� {u(j)
n }∞n=1 �
�.�
���

��� {v(j)
n }∞n=1�
���.����� � P = (pij)J×J

�
��

αj =
1

Eu
(j)
1

, μj =
1

Ev
(j)
1

.

� (λ1, · · · , λJ ) = (α1, · · · , αJ )+((λ1∧μ1), · · · , (λJ ∧μJ ))P�

�
 (λ1, · · · , λJ)������ j �����������

λj

μj
�

�� K 
.��J �����	��� (K > J)�� k


.��
������&��� {u(k)
n }∞n=1 �
��
�

����� {v(k)
n }∞n=1 �
�
���.���� � P =

(pik)K×K�� c(j) ��� j �
�#���
.�����

αk =
1

Eu
(k)
1

, μk =
1

Ev
(k)
1

�

����	

(λ1, · · · , λK) = (α1, · · · , αK)(I − P )−1

�
 (λ1, · · · , λK)��� j �
�#��������

∑
k∈c(j)

λk

μk
�

(������ �����)

�� [bottleneck] �����������
�#

���
�.���)	�����
��������


����
�������� 1������	�����

�"�����
������� 1���������"�

(non-bottleneck)����"������
���

��

1���������"(balanced bottleneck)��
���

���� 1���������"(strict bottleneck)���
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����������������
�#�������

��%��.���������������������

�	������#*	�"����.�������


����1������.���������	�����

��#*	�.������������		�
.��

�"���������	���������	�#��

�
��/��"���	���*�

(������ �����)

���� [balance equation] ���.���	�

����
����!����	��	������		

����
��
���
����������	)��	

		�����
���������
���
�����

���	����������
�	(statistic-equilibrium

state equation)��5)�	(conservation equation of flow)�

��
�	�	������������	����
	

������	�	���	��

�� M/M/1 �����.������&
����

λ ����	��.��
���!���� μ ����	

��� Q(t) ���� t ���# {Q(t)|t � 0} 	����	
	�� pi(t) = Pr(Q(t) = i), i = 0, 1, · · ·�� λ

μ
< 1�#	 t

����� pi(t) ������� pi��{
(λ+ μ)pi = λpi−1 + μpi+1, i = 1, 2, · · · ,
λp0 = μp1�

���� M/M/1 ������	�

(������ ������)

	
��� [Little law] �����*����


����.���.������������	����

������.�����.�������������

��������
����.�������.����

�.�������.���������

�����	�����������	���M/M/1

���.��	�����
���	�
���� λ � μ

����	���� t������� Q(t)����
��.

���� Qq(t)��� t.�����.����� W (t)��

��
����� Wq(t)�#� t→ ∞��Q(t), Qq(t),W (t)

� Wq(t) �	���	����

�� Q,Qq,W � Wq�

������

EQ = λEW�

EQq = λEWq�

��������������
�� EW = EWq + μ��

����	�����#������	���������

������
��.�����.���������


�������������
������

(������ ������)

����--�	�� [Pollaczek-Khinchin formula]

����.�������.��
�������	���

�������������������� M/G/1 ���

�	�������+��.��	����!���� λ

����	���.����
������ {vn}∞n=1��

μ−1 = Ev1, H(x) = Pr(v1 � x)�

H∗(s) � H(x) ��
��–� ������Wn ��� n

����.�������	 ρ =
λ

μ
< 1 ��Wn �	��

�� Wq�� W (x) = Pr(Wq � x)�W ∗(s) � W (x) ��


��–� ��������

W ∗(s) =
(1 − ρ)s

s− λ+ λH∗(s)
,

��	�
�

EWq =

(λ
μ
)2 + λ2E

(
v1 − 1

μ

)2

2λ

(
1 − λ

μ

) ,

��
���)��
–0�	��

������
���.��������	� W (x)

�.�0�
�����	� Hr(x) ���������	

	���.�0�
�����	�	

Hr(x) = μ

∫x

0

[1 −H(x)]dx,

� Hr(x) ��
��–� ������

H∗
r (s)=

∫∞

0

e−sxdHr(x)

=
μ

s
(1 −H∗(s)),

�

W ∗(s) =
(1 − ρ)s

s− λ+ λH∗(s)
,

�

W ∗(s) =
1 − ρ

1 − ρ
[ μ
s

(1 −H∗(s))
] ,

�

W ∗(s) =
1 − ρ

1 − ρH∗
r (s)

,

���.������.�0�
�����������

)��
–0�	��

(������ ������)

���� [product form] 	��������


�������	��		��
�������	��	
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��������	���
	��	��������� J

�������
������� j ���������
�

��.���	�����
���	�!���� αj �

μj ����	��
��.����� � P = (pij)J×J�

����	

(λ1, · · · , λJ ) = (α1, · · · , αJ ) + ((λ1 ∧ μ1), · · · , (λJ ∧ μJ ))P

�
 (λ1, · · · , λJ)�� j ��������
λj

μj
�� ρj���

		�� {Q(t)|t � 0}��� Q(t) = (Q1(t), · · · , QJ (t)) �

Qj(t)� t��� j��������	 ρj < 1, j = 1, · · · , J
���

lim
t→∞

Pr(Q(t) = (k1, · · · , kJ )) =
J∏

j=1

(1 − ρj)ρ
kj

j ,

��������
�������	�����	����

 ������
��	����� J �
	 M/M/1 ��

���	����� j � M/M/1 ����	��� λj �

/�		�
�����	������ μj�


	�������	�����������(��

	�����������

����	����

	

	�������	�����	�����	�����



�����	��

(������ ������)

��� [reversibility] ���	�����
	�

���.��"		���	�������	���	�

��������

		����������
���



		 {X(n)|n = 0,±1,±2, · · ·}������ m����

���		 {X̃(m)(n)|n = 0,±1,±2, · · ·}��� X̃(m)(n) =

Xm−n������� m�{X̃(m)(n)|n = 0,±1,±2, · · ·} �
{X(n)|n = 0,±1,±2, · · ·}�
	����	���� {X(n)|
n = 0,±1,±2, · · ·} �������������

		
{X(t)|−∞ < t <∞}���� {X̃(s)(t)|−∞ < t <∞}���
X̃(s)(t) = X(s−t)�����
� s�{X̃(s)(t)|−∞ < t <∞}
� {X(t)| − ∞ < t < ∞} �
	����	����		
{X(t)| −∞ < t <∞} �����

��	���	�����������

			�

���		�� M/M/1 ������������ n �


�	

(
1 − λ

μ

)(
λ

μ

)n

��� λ �.���	������

�	����� μ �.�
�������	������

�
λ

μ
< 1����		 {Q(t)| −∞ < t < ∞} 	����	

	��		������#�����.��"		�	�

���� λ �/�		�

(������ ������)

�	���
�
�� [Poisson arrivals see time

averages (PASTA)] ��������	������

		 {Q(t)|t � 0} ���	�	���� n�.���� 

���� Qn ���	���

lim
t→∞

Pr(Q(t) = k) = lim
n→∞

Pr(Qn = k)

	��	�����
��������
���� ��

���/����
���������.���			/

�������
�	��� M/G/1 ��������
�

� G/M/1 �����������
�

(������ ������)

��	�� [Lindley equation] �����.�

�
�������	������������� G/G/1

����.��	������� {un}∞n=1�.��
��

���� {vn}∞n=1�� Wn �� n �.���������

"���	

Wn+1 = max{Wn + vn − un+1, 0}, n = 1, 2, · · ·�

� v1 − u2 �	���� F (·)��"���	#���
� t � 0�

Pr(Wn+1 � t)=Pr(Wn+1 = 0) + Pr(0 < Wn+1 � t)

=Pr(Wn + vn − un+1 � 0)

+ Pr(0 < Wn + vn − un+1 � t)

=Pr(Wn + vn − un+1 � t)

=

∫ t

−∞
Wn(t− x)dF (x)�

	
Eu1

Ev1
< 1 ��Wn �	���� W���

Pr(W � t) =

⎧⎨⎩
∫ t

−∞
W (t− x)dF (x), t � 0,

0, t < 0�

��	��"���	�	��	�	��–�

��	�

	�

(������ ������)

cμ �	 [cμ rule] ����	����

��


.�������������������������

�����������������������

�

��
�#��
� K 
.���� i 
.���
.��


���
�
	�!�
	���� μi ����	���

Qi(t) ���� t � i 
.����������

K∑
i=1

ciEQi(t)�
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��	����
������������������

�����	$�������
.� Qi(t) �	����

Qi � Pr(Qi < ∞) = 1������������
���

��
K∑

i=1

ciEQi

������ cμ��"������
����	����

��
��������� ciμi ��������

(������ ������)

17.9 ���������

����� [reliability theory] ����!
�

��8��!��������	
��%"������

��������
���
���������

�	�����
�	��������������

���
���������
������������

	�
���������	�������������

����������������	���	������

�	�
������������� 20 �� 50 ����

�	��������2������
���	�
��

��
�����

�����

�������	�����	�����������

�����
"����	��	��	�
�%"���

��
�����������.!��		�	�����

���	������	���	���
�����	�

������(�	���	�������������

%�����	�����	�����
�������

�����8��!�������8����	
����

��	����������	���	���������

	��������
����	���
��
���	

������������������	��	����

�	��	��	�
��&����
�������	

���	�����

(������ �����)

��� [reliability] ����	�	������

�����������������
�������



��������8���	����

F (t) = P{X � t}, t � 0�

����� [0, t] ���� (�!
) �
��������

t ���
��

R(t) = P{X > t} = 1 − F (t),

�� R(t) �������	���������	����

������������������������8�

X ��

���������	��	��� [0, t]�

(������ �����)

��� [availability] ��������	����

������� A(t) 	��������������� t

���)������
�
���
��� A 	����

���� (����)

A = lim
t→∞

A(t)�

��		����'�*�	�
�������
���

����������
�(�������

�����


�������

A =
MUT

MUT +MDT
�

�� MUT ������������MDT ������

�������

�	����������������������

�������������	����8�	���'��

����	�����
��	�������	�����

�����
		��������	����	����

�
����
�����������������	�

�	�	���������������

(������ �����)


��� [structure function] ����
���

��������
����������� n �����

�����������������!
�	�� 1 � 0

������ xi ��� i �����


xi =

{
1, �� i ������

0, � i ���!
�
i = 1, 2, · · · , n,

� x = (x1, x2, · · · , xn) ������
������ ϕ(x)

������


ϕ(x) =

{
1, � x ������

0, �� x ���!
�

ϕ(x) ����������

���

1. ������ n ���������������!


����!
���

ϕ(x) = min
i
xi =

n∏
i=1

xi�
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2. ������		 n ����!
���!
���

ϕ(x) = max
i
xi = 1 −

n∏
i=1

(1 − xi)�

3. k/n(F ) �� (����)�� n ����� k �� k

�����!
����!
���

ϕ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, 	

n∑
i=1

xi � n− k + 1�

0, 	

n∑
i=1

xi � n− k�

�������	��������'4��������

����������������%
��������

���

������������
�����
�

(������ �����)

�
� [failure rate] ��!
�����

��

X ���������8���	���� F (t), �	��

R(t) = 1−F (t)��������� t, �����( t, ��

���� x ����!
���
��

F (x|t)=P{X � t+ x|X > t}
=
F (t+ x) − F (t)

R(t)
, R(t) > 0�

��� limΔt→0
1

Δt
F (Δt|t) = r(t) ���� r(t) ����

��� t �!
��	 Δt ����r(t)Δt ��*���

���� t �������� (t, t + Δt] �!
�
��	

8� X 	���

���� F ′(t) = f(t) ������

r(t) = f(t)/R(t),R(t) > 0���!
� r(t) ��	� R(t)

�������� R(t) = exp

[
−

∫ t

0

r(u)du

]
, t > 0�	�

F (t), R(t) � r(t) �����������������8

��!�

	���8���
�

�� X, �	��

pk = P{X = k}, k = 0, 1, 2, · · ·

��!
��

r(k) = pk/
∞∑

i=k

pi, k = 0, 1, 2, · · ·

(������ �����)

�
�� [failure frequency] ��������	

��������������� (t, t + Δt] ����'�

�������� Δt ���	 Δt �� 0 ���� (���

�)��

M(t) = lim
Δt→0

E[N(t + Δt) −N(t)]

Δt
,

�� N(t) �������� (0, t] ���'���M(t) �

�������� t ����''���

M = lim
t→∞

M(t)

�������''����		����
�''��'

�*������
��������������'���

�	����������������������

��������������������8�	���'

������	��������	�������	���

�������
		��������	����	��

��������
�''��������������

	��	�	������������''��

(������ �����)

�

�� [fault tree analysis (FTA)] ���

	��
��	
������FTA 	�	���	���

�'�������
����	���	
��
�'4�

�������'�	��	���
��� (�)���


���		
�
���������FTA ��(����

��'������� (�
�����)��������

����(�'."����������

���� FTA �	�	�

(1) ��!���
�	
�������������

���'���

(2) 		�'4���	
!�����!������

������	��	������'���������'

����������	��!�����������
�

���������������!�����������


������������ 	���	!������

������ '�����	�������������

	� (������)������	�����
����

���'4�1���

(3)��	
���	
���	
�����	���

�!������	��	�
������!�����
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���'�����	
�����	�	����1��

���
����
!�����
��������

(������ �����)

�
��
���� [failure mode and effect an-

alysis (FMEA)] FMEA 	
���������'�

���������������������������

�'���������	���	
�FMEA ��� �

����'��
	�+/�	
 (failure mode, effect and

criticality analysis�FMECA)�FMECA � FMEA �� 



��'���
���'+/�����

FMEA � FMECA ����������	���



�������	������������	������

����'������+/���	
����
��	

/�����"���-��������'�

FMEA � FMECA �
�� '�

(1) �
�����������'������	�

(2) 
�����	�

������������	


���	�'����������	��������

(3) �"�	�'����������	���'�

�����

(4) ��������	�����'�����
��

��	�	�	
���'�����
��	����'

����'�����
��

(5)�� FMECA��	
��'����������


���

	�+/��

(6) ���
������'���
��
����'

�������	������+/��
��� !��

��������	
�����������������

'��'����

(������ �����)

�
���� [coherent system] �������

���������
���
�� ��������!
�

	����������� ��������������

��������������������� ϕ(x) ��

���������
������������� ϕ(x) 	

������� xi � yi, i = 1, 2, · · · , n, �� ϕ(x) � ϕ(y);

������ i, ���
�� x �

ϕ(0i,x) = 0, ϕ(1i,x) = 1,

�� x = (x1, x2, · · · , xn) 	����
���(0i ,x) � (1i,

x) 	��� x �� i �	�	�� 0 � 1 �
�����

��

������������������������

���������������	��������'4

���������������	����������

������	������������

��
�������������
�������

����������	�����
�	�	���
�

��������
����
������������


���������
���+�������

(������ �����)

���� [repairable system] ��	�����

%�����
�������������������

���������������������������

��������������������������

���	�
���
�������������	��

�	����������������������

�������������	����8�	���'��

����	��������	�������	�����

�����
		������������	�����

����������'���	������������

���''���

(������ �����)

����� [system reliability] ���	�	�

������������������	������	

����������	����������������

��������
����������'4�����

��	
#����������	������
�
�

���	���������

���������������
��������

�	��	����
������������
���

������������	�	���������	�

���8�	�����'������	�������

��	�������	��		�����������



����	������
		������	���

�	���������
�	������������

���������
�	������

��
������������


������

�
�����	������������������

�� (��) ������
��� (��) �����	�

	������+������

(������ �����)

��
�� [lifetime of system] �������

������8��������������8����

�����n �����������8�

X = min(X1, X2, · · · ,Xn)�
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	���
�
	������	��

R(t) =
n∏

i=1

Ri(t);

n �����������8�

X = max(X1, X2, · · · ,Xn)�

	���
�
	������	��

R(t) = 1 −
n∏

i=1

(1 −Ri(t));

�� X1,X2, · · · ,Xn �����8��R1, R2, · · · , Rn ��

����	��

�	���������	��������'4���

�	������������������������

������8���������
���������

	��

(������ �����)

���� [residual life] ����� 0������

��� x ����������( x����(� x ����

&������!
����������(� x �0�8

��� X ����8���	���� F (t), μ ���8��

����(� x �0�8�	�	

Fx(t) = P{X − x � t|X > x} =
F (x+ t) − F (x)

1 − F (x)
,

(t � 0, x � 0, 1 − F (x) > 0)�

(������ �����)

	��� [bath-tub curve] !
���	����

���	��������������!
���	� 

������
�(	��������(�������

 �����!
�� r(t)��#�,��	��!
���

�	�������� �����������
����

���	���������������!
�����

��$�
���,����*����
������!

%�����!
����������� r(t) ���
�

���	��!
��
�����8�������	��

�*���������� r(t) 
��1�,��	 �!


������#��)�� ��������� ���

�	��������&���
�������

���,�������(���	����#���

�
��$2�������	�#�����	��,�

���

�(����,����#����"��,�

�������������,��	���
�� (���

&��-��	�
)/) �
�	������#����

)
�$*��	�0�#�����,����1�

(������ �����)

���� [life testing] ����8��!���

-����	
�
��
��8�-�����	��"

-����-���"-�	"����8��!	�%


�����-����-�	����8�����-���

-��
����8�-��	�
�9-����-��


�9-�	�����
��������"-����-

����-�	����
���������'����

���"-����-��

)�	�
���8�-���	����	�-��

���	��8�������������'����-

����(������-���

���������	

����������	�
 	���
�������

�8�-�������8�-���������	��

�	� (��+	���	��
1	��) �������

�!
��+-��������8����������	

����	��8������8�-���	��)�	

���8�-�� �	���8�-����	���8

�-��

(������ �����)

������� [complex system reliability] 20

�� 80 �����������������	���
�

����
���-2��������
��������


����+������	�������!��	
�

�	������

�����

���
�����

���� (���)��
����	� ������	�

���
�������
�
��������)����

���
���	����	��

����������



1096

	���������
�������	�������

��	������� 20 �� 80 �����������

�����
�����
�

(1) ��� (variable-structure)�
�����	��

������������������������
�

����	�����������������	��


��)��������
�������������	

������

(2) �� (profust) �	����		�
������

�
����������
����������!
�

������������������
		�����

����
�
�
		������!
�
�

(3) �� (posbist) �	����		��������


���������������������	���

�����������������

(4) �� (posfust) �	����		��������

��
�������

(5) �
 (robust) �	������ �������

	���������	���������������

����	��������	������������

	� (��������) ��������������!


������������������
�	��

(6) � � (imprecise) �	������� �
��

���	�	
��	���
����

����	�

����
������	���	����	
�
		

������ ��
����������	�����

	� ��
����	��������	��

(������ �����)

����� [software reliability] ��� (soft-

ware error)	�����		�
�����������

�
������ ����	������������

(software defect)	���������
��������

�����%�.�����1���	�	3
��	��

���	�����
������
����'����

�����'�����' (software fault)	�����	

	�
���	������������
����)�

����*
		����	�	

������� 	�

� (	�) ������������!
��������

���	���������
������

���	����
���������������

#�!
���������	�������������

�	�����	������������������

������		� (
���
�) ���������$

��1�	���	��*
��
�
��������

�	������������
�����������

���������������	���	����	��

��	�	

�����������
��
	���

�������
����������

���	�����
��
	3
��*���0�

�����	�
	

��*����	����!
��

�����	������	����������
��

�����!
�
�����
����������	

�������


��+��(safety-critical software)��������

�	��*��!
��� 10−9 �/����������

�	���	�������"	��
/�� ����

�����	�	���������	�����	���

������	����	�����	���	����

�
�����������	�����
������	

�������

	
��
���	���

Internet �
���	�����	����
���

����
�(web service)���
� [�]�� (service-based

system) ������ Internet 
������� �
�

����������	��	�����

�����


��

(������ �����)


�� [renewal theory] ��������		�

�����������	����� �����

	

	�����������(
���
����'���

�������(�
����	��&	�
�'����

���
		�����	���
�����
		��

����������8���	

���
�����

�����	

��	���������	������

������������	����

		���
�

��
��
���������������������

����

��������

���
�		���

���������	�
�	��
��	�������

�������

(������ �����)


��� [renewal process] �	���

		�

	���'��� t �����
	�����
�

�

����

		������	�����.����	�

	

���	������ t �������%.�	�

�

���		���		���	�
&�����&

	��
	��		��

����	���� �/.

�.���		�	������������.�
&��

�&	
	��	��	��

����
��
��		

��������� {Xn, n = 1, 2, · · ·} ������
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���
�		��� F��� F (0) = P{Xn = 0} < 1�

�� Xn ��� n− 1 ����� n ���������&

(n = 1 ���������������)���

S0 =0,

Sn =
n∑

i=1

Xi, n = 1, 2, · · ·�

�� Sn �	� n���������� N(t)	��� t�

�����������	 N(t) = sup{n|Sn � t}����
��		 {N(t), t � 0} ���		�


������	
������
�
��	���

��		�
��������		�����
���	

	���.,		��#��		���

(������ �����)

���� [regenerative process] 

��� {0, 1,
2, · · ·} ��
���

		 {X(t), t > 0}����
� 1

������� S1 ����		� S1 ��������

{X(t), t > S1} 	���� 0 �����		 {X(t), t > 0}
���
��
��������		�����		 (��

���		)������
���"
� S1 ������

�� S1 ��
���� S2� S3, · · ·��
 {S1, S2, · · ·} �
�������		�����������������


�#�	�������.���			����		��

� X(t)���� t .�������.����	����

�		���	 X(0) = 0���	�����	��.��

������	����������$������

��		����	�������
���	��
�

�����������������������
��

�	��

(������ �����)


��� [renewal density] � {Xn, n = 1, 2, · · ·}
������		��� F ���
	

����� F (0)

= P{Xn = 0} < 1��� Xn ��� n− 1 ����� n �

��������& (n = 1 �������������

��)���

S0 =0,

Sn =
n∑

i=1

Xi, n = 1, 2, · · ·�

�� Sn �	� n ���������� N(t) 	��� t

������������	 N(t) = sup{n|Sn � t}���
{N(t), t � 0} 	����		�N(t) ����� m(t) =

E[N(t)]����������� m′(t)���������

Fn� Sn�	����� Fn	 F � n�4� (convolution)�

�������������

m(t) =

∞∑
n=1

Fn(t)�

������������������

(������ �����)


��� [renewal equation] ����( ���

�) ����
�	�����{N(t), t � 0} �����
m(t) = E[N(t)] �����	

m(t) = F (t) +

∫ t

0

m(t− x)dF (x)

������	�

��������
#�� a(t) �	��� F (t)���

##�� A(t) ���	�	

A(t) = a(t) +

∫ t

0

m(t− x)dF (x),

	��	�	�������	�����
��	�� a(t)

������

������	0�8��������

��������
���������	 a(t) = F (t)��

	��������	�

������	���$������#�����	

�������������#��
���

(������ �����)


	�� [replacement theory] ����	��

��		����
����������	������

�"�������	
��"��

���'�����

�%���)�������
�����������	


��"������#���'����

������

���"����

��������
�����	������

!

(������������	���
��#��$���

1�	���

����������������	��

����������
���'��"����			�

��

�!���		����)���� (�����	

�"�)��������"������!
�!%���

����'�

���	�
�������!
���������

��������	�����

(������ �����)


	�� [replacement strategy] �
����

��������"���
�
������� ���

���������
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(1) !(�����	�������!( T ����,

������"�������� T �����', ���

�������

(2) $�������������� kT , (k=1,2,· · ·)
��"���, ����'�������

(3) �
���$�������������� kT ,

(k=1,2,· · ·) ��"���, ����'��	,�����

������!(���

	���������� T ��	�	�������

���������
����� (���������
)�

��������� T�

��(.����������"��������


���������"������	���������

������"����������$	���	���

��
������
��"��������
-+��

���������		�
���������
�	�

�	������������
��������"��

���
-+����������������
��
,

��������������������	�����

���
���'�������������
����

��� �
���������, ������������

�	
���
-+��������	�	�
�
��

��
�
��

(������ �����)

17.10 ���������

�
� [inventory theory] ����������

��������
������
��
��������

���
�������$��������������

��	�������2�������.�������

��������������������������0

����$����� 	����������
��.

�������"�����
�����	�����!�

�����-���	�%���
��.����)
�

������-��	���������	������

	��	�����(�������������"
��

�		��
��(��
�	���-�����)



�����	������������
�������

��%�������������%�

������ — � — ���
���	�� (�
	

��) �������������2���.������

�����������	�����
������&�

���������������
	���������

����

(������ ������)

�
 [demand] ������
���������

� (�2) ����	������������� �
�

�����2�����	
���������	���

����
����������
	���������

�	������
�����.���������.�

��)
������	

���
	�����+��

�2�������!�#'	
�
���������

���

(������ ������)

�� [order] ���������	�����"�

�	�����������"��������	���


	�����������������	�	����

������0��������			��
���	


���������������	�	�����0��

� (���
���) 

������

��� 0�	

������������

(������ ������)

�
�� [inventory strategy] �
������

�����%�������������	�����+

������
	��+�����
�
�
�-����

������ t�����	
#�	�
	$�+��
�


�	���$�-���������� nt (n = 0, 1, · · ·)
����#*��� t ��$������+�������

�	���� ����
� s ����	��
�#�
�

s ����	��
��������	�������
�

�� s��	����!	�����

���� (r,Q) �

���(��
��� r�	��
�����������

Q����
����� r������r �������


��� (s, S) ����(��
��� s�	��
����

������������
��� S����������

$�+���
	������

(������ ������)

EOQ �� [EOQ model] �	�������+

��	����������	��������0� (�


�����)������� D�� ����������


������������ q ��������� K + cq�

������������� r��� (s, S) ���� ( �

��
)�����������������������

��� (s, S) � s∗ = 0, S∗ =

√
2DK

cr
���������
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��� cD +
√

2crDK�

(������ ������)

���� [newsvendor problem] ������	

������
��� (����
������) �



����

������
�	�$�+����+��

�
�$�+�
�	��$���$����$����

��.�����$�������$����
�$���

�����
	��.+��	����$������.

+-�	�.1���������������#*�
�


		���-��	%����	������!��-�

�	���	0�.1�	��!�.+���	��
�

��	����	�������-�� (���)����

��
��������������� D ����	��

�� F (·)���������.1��� c������0�

��.1�� h���������.1�� p(p > c)���

��� q�����

cq + hE(q −D)+ + pE(D − q)+�

�� q �� cq+ hE(q−D)+ + pE(D− q)+ ����#.+

����� q∗ = F−1

(
p− c

p+ h

)
�

(������ ������)

��� [dam theory] ��"1�2)������

��
���		�

����3
����� .�3�



���
4.����
��!�
�"��
��
�


���4����
������	�
�
��
�


����
�����"1�
��"������2)��

��������(�	�)/�	�����#'�	�

������
���	�����"���������

�$����
���	������
�������


���

	����������	��	������


��������

(������ ������)

�� [content] ����������

		��

��� t ���	
���� t ��
����

��


������			���
/�		��� [0, t] ���


�����
A(t)∑
i=1

bi��� {A(t) : t � 0} 	�/�		��
{bn}∞n=1 ��
			���

�������
��	

������
�������&��
���	� x�
�

�4����� r(x)�� X(t) ����� t �	���

X(t) = X(0) +

A(t)∑
i=1

bi −
∫ t

0

r(X(s))ds�

��	�/�	�	�

(������ ������)

���� [first emptiness] �
��	���� 0

�����
	�	������
����������



��	��� (	�� K)��������
�
����

�����	��� λ �/�		��������
��

�� 1���
������4�������������

�
���� x��
������������	���


��–� ������⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1, x = 0,

c(s)e−(λ+μ)x

N(x)∑
i=0

[(x−K + i)λe−(λ+μ)]i

i!
, x �= 0,

0, x = K,

�� c(s) =

[
N(0)∑
i=0

[(i−K)λe−(λ+μ)]

i!

]−1

�K−x−1 � N(x) <

K − x�

(������ ������)

������ [Moran’s model for the dam] �

�
����	�� K��
����	�		����


��� {0, 1, 2, · · ·} ������ n �
�
���

�

� An��
�
���
���	
��	 K����


��	�
"
��� n �	���	

���� Bn��

QA
n ��

	�� n ������� (n − 1) �	���

�
����
��� QB
n ��

	�� n ������

� n �	����
����
����

QA
n = [(QA

n−1 + An−1) ∧K −Bn−1]
+,

QB
n = ([QB

n−1 −Bn−1]
+ + An) ∧K�

��

!
����� QA
n � QB

n ���	��

(������ ������)

��� [supply chain] ���-�	���
��

����������������
���.������

���������	���	������	�)���

������
�������
��
���������

�����
���	�������+�����
��

����
��	���
�
�������	�����

�������
���	�����	�����2���


��

�	�	�����
��
�
�����	��


�����������	�	�����	���/���

�
���	����
������������
�	

����)
����
���	������ �
�	
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����

�	����� (logistics)���
���	��� �

��������	����	����	�������

�
���	��
�#�������
	������

������������	�����������
�

�	��
	���2�����������.����

�
�����

�	�		�������%���	�����



��� ����	����
��
������'��

����	��	�����
�
����#�����

�$�

��

������������7����

����

����	�������

(������ ������)

����� [supply chain management] �	�


��
�)� (M. E. Porter) � 1985 ��
������

���	����� 
���+��		�����
�

������
��	�
����������	���

���	����		��	�����	�	���	�

�����	�
������	����	��	���

!�
���)
���������
����

�	�
����	���� ����������

�	� (�����
	��	�����
) ���
��

�	

������-���
������������

�
����	�������
�����������

���#�����	�
��	�����	�����

���������-������	�
�		����	

��.�����������������������

������
������
������������

����

�	�
������	�	��
�������


�����������
�����.��������

�����	���������!��		������

����	�����
��
�
��	�������

�"����-��������������������

���
� “��”(Just In Time)�
��
	��� 	�

������ 	��$�1���
���.�����

���$-���	���$��	
�

����	��


�������������������
��

�	�
�������
���
	��
���
�

���	��-���2���� ������
���

���'�	��

(������ ������)

����
 [supply chain network] 

���


����������
�����	���� RFID �

��������
����
��������()��

������	�����	������������	

����������	�����	�����	���

��-�������
������	�	������

����
���������
��

�	��������-��	
	�$���1��

��)�����$�
������	���	�����

��������	����������
�2�3��

�$� ��	���������	�	�����
 

��$������������

��	����
����		����
����1

�
������
���������������
�

���������	����+��
�����
���

��	��

�������������������� (GSI) �

��������	����
�����
������

�	�
������
��

(������ ������)

�����
�
 [competition and cooperation]

�	�
��
����*$����	�������$

� 	������������	�	����	���

���
�������#��������������

� ����
���������	,����	�
�

�����	�������	�����������	

��������
��	�����
����� ��

�����	�����	����������	����

����	�'�����
���
���������

����	��	���	!5�
	����	�	���

�����������	������
�������

���	���	
�������	����

�	��������	�	�������� (coll-

aborative planning, forecasting, and replenishment�CPFR)�

CPFR ���	���2���	
��	��5����

+������5 	���!%������������

�	���	��
�����1�	�
��

1986 ��	�2	������� (Voluntary Interin-

dustry Commerce Standards� VICS) �	����		�

�������������	���
����	���

��!�	�����	���2���	���
���

������
������)��

(������ ������)
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17.11 �������

��� [decision theory] ��������	��

�������������������������	

�

��������	
�����������
��

�����
�
�	��������	�������

	������	���	��	
������


���������	���
���������

���
�������
�����������
��

������
	��
����
����

����

�����
�
��
���	��	��	�����

������	
������
���	����
��

����"�
�������"���
��
����

�����������	
������
	��	��

�����	�������	����	
��	�



�����������	
������
��
���

	�����	���"����
����������

�����������	
��������������

������������������������
��

	
���������
����

(����� ������)

���� [decision model] ��	�����	


����������
�����
��������

������	��
��������
�������

��
���	
���
�

��������	���������		����

�������!*����������	����
�

����	������
�������+�������

���������
���

��������������		��	�
���

��

�����
�
���������!��
�

�����������������
�������	

����������� 	���	�����
���


���
�������������
�
�#��+

�������������������!������


�������		�������+���!
		�

�
�	�������(��		����������

� �������������� (�������)�	

����������������������	���

�!���
����	���� ����������

���	
���+�����������

��	�+�����������	�����	�

���������
�	.
�
����������

��
�������	��		�����	�
���

�������	������������	�����

��������������������	�����

�������
��	��
���������	��

�������

	
�����	�	�������

(����� ������)

���� [decision process] ��	���
��

�����
������		������		����

 '�����
�������
�������		��

���
���
������
������������

� (���/���)�����������		�����



���	���������������
���


��+	���		������	�����������

�
�����	�������������#*���

���	��#����	�����������/��

	���/��$���	��� Y � Z ��	��%
�


����	����	�������		�

���������

��		�
�������

			������		�������		�	����	

	�����		; �����������	�	
���

�		�

(����� ������)

����� [deterministic policy] �
����

�	�������������������

π = (π0, π1, · · ·)

�������� πt(·|ht)�	�
�
 A(it)������

	����	��������� t ���&0 ht�πt(·|ht)

�
� 1 �� A(it) �����������������

����������������������		��

� ht ����� t������������ πt(·|ht) ��

����� ht ������
 it���	��������

�
(�� π �%(���
�
��)�

���������������
�

(����� ������)

�� [decision; decision making] ������

����	�� (decision)�����
��	����
�

������
�������
������������

����
����
�������
���������

�
����������
������������


����
�����
�����������
����

�
���������
����	��
	���
��

	����
���������������� (��#�
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�
���) ��	����	
��� (decision making)�

���


��
����������		���
�

	
����		����
�����

(����� ������)

n ��� [n-stage decision] n  ��������

��	�� n  ���������	� n  ����
�

�������
����	
��	��� 1  �� n  

������	���� π = (π0, π1, · · ·) �� n ����

��� (π0, π1, · · · , πn−1)(�� π �%(�* �
��)�

(����� ������)

��
 [decision tree] ��	
��	��#7�

��������4����4�	
�

������

�(
���4������4
�4:�������� 

����	�����	4:�4
� ��������

����
��
����������������

�����4��	%���������4����


�������
	��������4�
��	���

���������������
��
�
�����

����
�������
����		%������

��	��4����	%���
	�������
�

�����		��	�����
	����	%���

	��������������
	��������	

%��

	�����
	� (��
����
��
�

�
�����)�������������������

����	������		���	�����
���

��������		���� �������4���

������������������
������ 

��������
���������
�	%�&��

��"����		�����
��	��%�����

�		���	���		��
���		�����


	
�������������
��
������	�

	����4��		�������		�	 (�����

�) �����	�����
	�	�����
���

��4�������
�����	
�
����

�����	���������		�����	���

4:�4
���		���������������0

�
�������*����������������

�
�������!��������������
�

		��������4�
�������������

*�������'��������*��������

��*���

(����� ������)

��� [decision table] �����������

��	����	��������� ������	��

�����	������������#7�
����

��������	��!��������������

!� �

������������

���
����

�
 \ �
 θ1 θ2 · · · θj · · · θn

a1 x11 x12 · · · x1j · · · x1n

a2 x21 x22 · · · x2j · · · x2n

...
...

... · · ·
... · · ·

...

am xm1 xm2 · · · xmj · · · xmn

������ai ������������i = 1, 2, · · · ,
m�θj ������
�������
�j = 1, 2, · · · , n��
xij ��
����� ai �����
	 θj �������

���")����� ���	��

����������������
��������

�
��	���������
	��
�����%�

�����	��
���������������
�

������
����������
�����	�
�

�����������������
���������

��
�
�	��������

(����� ������)

�������� [Markov decision process] �

���������	�����
		���



�

������		������
����(Markov decision

programming)������
�(controlled Markov chain)�

���
��			�������������	���


		�����

��
�
�����
����


�



����������������	��

���
��			���
$�������%��

���
��



����%��
����
���

���%���
������
�
������
�


������� (#�) ��
	

������
��


������
����

���%���
����

������������

���
��		����*������{S, (A(i), i ∈
S), q, r, V }��� S 	����
��, A(i) 	�����


 i(∈ S) ����
 (����
) ��V 	����� 

��� (��)�����
����, q 	������


���������	����
�r 	����
 Γ (Γ =

{(i, a)|a ∈ A(i), i ∈ S} ����
��, � r(i, a) ���

�
 i ���
 a �� ��.,�����������
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��, q 	������
����������	����


�r 	����
 Γ (Γ = {(i, a)|a ∈ A(i), i ∈ S} ����

��, � r(i, a) ����
 i ���
 a ���.,��

����

(����� ������)

���� [reward function] ���������


���
	���
������
������
"�

���������
�������
 (��) �����

�

��.,�
���������.,������

������
���������

���
	����

�������(cost function)�

�	������.,����	�

�*�����



���������		��.,���������

���������������'����

����

���		��.,������������������

������
�������!����2������

����
�!�

(����� ������)

�
�� [stationary policy] �����

�

��	������������������� πt(·|ht)

�	�
�
 A(it) ����
�	���	�	����

�&0 ht �������
 it��������� t��

πt(·|ht) = π0(·|it)���	�����������
���
���������� π = (π0, π0, · · ·) �
 π∞

0 �����

����	������

������	 π0(·|it) ���
��
 it �	��	�����������������


�����������������������
�

����	�����
�����
����	����

���� f �������������������%(

f∞ (���� f ��� (�� π �%(�* �
��)�

�������������
�

(����� ������)

������ [Markov policy] �
�����	

������������������� πt(·|ht) �	�


�
 A(it) ����
�	���	�	������� t

���&0 ht �������
 it�� πt(·|ht) = πt(·|it)�
��	����������
�
���������	�

�����

���
����	 πt(·|it)�������
� t ��
 it �	��	���������������


���
���;�� (�� π �%(�* �
��)�

������
�������
��
�

(����� ������)

ε ����[ε-optimal policy] �����		�

�������

��
���������� ε > 0 �

��ε �����	�����������	������

������������������ (�)�
���	

ε��� ε = 0�������������

����������������������� ε >

0��������� π∗ ∈ Π(�� Π ���������

��
)����

VN (i, π∗) + ε � sup
π∈Π

VN(i, π), ��� i ∈ S,

����� π∗ �	���� VN ���
 Π ���� ε �

����

(����� ������)

���� [policy space] 
�������	��

� (policy) ���	�����������������

��������������#�����������

��������������"���
��������

���������
���
	��������	���

�	����������������
��������

���� π ����������� π = (π0, π1, π2, · · ·)�
��<�(������		�� (����������

�)���� πt ����� t ��
����������

�������		�������� t ������
�

�	�
�� S ����������� it ∈ S����

ht = i0, a0, i1, a1, · · · , it−1, at−1, it �����		����

�� t �����&0��� i0, i1, · · · , it ∈ S 	� t+ 1 �

����
�a0, a1, · · · , at−1 	� t ���	������

����� πt(·|ht) 	�
�
 A(it) ����
�	���

�	���������������

������������	�����������

�
������
�	���	���������
��

(
)����
�� (
) �
��������� (
) ��

(����� ������)

���	 [criterion] 	����
��� ��

��
���
��	����������������

���%����������.,���������

������� π = (π0, π1, π2, · · ·) ��������
�����	�

VN (i, π) =

N−1∑
t=0

Ei
π[r(Yt,Δt)] + Ei

π[r(YN )],

�� N 	��������$����i 	����
��

�
�Yt � Δt 	��������� π ����� t ��

��
���������r 	�
���Ei
π 	�����

��
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%������	�

Vβ(i, π) =

∞∑
t=0

βtEi
π[r(Yt,Δt)],

�� β ∈ (0, 1) 	%�	��

�������	�

V̄ (i, π) = lim inf
N→∞

VN (i, π)

N + 1
�

�.,�����	�

V (i, π) =
∞∑

t=0

Ei
π[r(Yt,Δt)]�

�������	�

w(i, π) = λ(1 − β)Vβ(i, π) + (1 − λ)V̄ (i, π),

�� λ ∈ [0, 1] 	��	��

(����� ������)

���� [utility theory] ��
�������

������	����������
���7�����

�
���������
��#�����������

��������!�
�	��	����������	

������!�
����'5��	��*���
��


�
���
���
�����
��������



������������	���
���	�
��

6��

��$����������
��
���	���

�!�
�����

	�
�����
������


�����	
�
�
�����


���	���
�����
�����
���

�	��
���������������

��
�

������������
�
�	
������
��

���
��
������������
�������

���"�.���	����

(����� ������)

���� [utility function] ��
������

	�����
 P ����
��� u����� P ���

��� � ����� P1, P2 ∈ P�

P1 � P2 	�		 u(P1) � u(P2),

�� u 	
����


��������� (�����) �
	����

����������	�������
��
���
�

���������
� n ��������
	 A��

��� a �
	�
���
�����
�����	�

� p1, p2, · · · , pn � c1, c2, · · · , cn������
�	�P =

{(p1(a), c1(a); p2(a), c2(a); · · · ; pn(a), cn(a))|a ∈ A}����

������ � 	���
�������������
�� (� ∀a, b ∈ A�a � b �
 b � a �
�
��	)�

���� (a, b, c ∈ A��� a � b � b � c�� a � c)���

��� (∼) �� (a ∼ b 	�		 a � b � b � a)�

�
���������
��������	���

����� (von Neumann)��
��� (Morgenstern)�

1944 ��
����
 P ��
����	������

����	��

����	�(axiom of rational behavior)������


�����������
�� (P1, P2, P3 ∈ P�P1 � P2

� 0 < α < 1���� αP1 +(1−α)P3 � αP2 + (1−α)P3)�

���� (�������)����� P1 � P2�� P1 � P2

�	 P2 � P1 ��	�

	�������������� P ��������

�� ����������
�����	������

�	���
	�����
���	������ P ��

��������	�����������������

���
	��� 1 − α �	� (1 − α)P3 
������

����������������
����.,�
�

��

	����
�����
�����������


P ������ � ������	�����������
����� � ���
��� u���
��� u ����

������


�����������������������

��
�		����

�������
��

��
������
��������
�����

��	���	����	�����	��������

��
���������
�����������
 C

����
���������
	�����	��"�

��� C �������C ������� C �����

(�������� c��� ,���,��	��)�

(����� ������)


	�� [sequential decision] ������, �

	��������		���� t, �
�����
��

�%���	�����
, ����
���
����

��
������
, ���
����
���
��


�
���
����
��
�����
�����

�
���, ����	�����	���
������

��.,���; �	��	����
	������


�����
���������� t + 1 �������
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���
, 	�.,���
��	���	���
��

���
���
����
������

$
���

�
	���, ��� t+ 1 ��������		

��

���*
�", ����		����	����		, �

�
������.,��������
��, �	��


��������.,����	���

�����������		��+�#
��� ��

�������; � ���������
�
; � ���

�����
�
; � ��
��

�����.,��

��
; � ��
��

�����
���
; � 	�

��� �	����������������
���

�������
�

����

(����� ������)

����� [decision under uncertainty] ��

�������
�����

��������/��

��������������������������

�������	����
���	��	������

������
����������
���7�� ��

����
�������	���	����

����

���3��*����

��������������

��3�������*������	��������

������������	�	
����������3

����*����	�������

�������

�������������������������	

���
��������������������

(����� �����)

�
�� [decision under risk] �����
��


�����#�#��������������	��

�����#�������
�		����	���


��
#�����	
���������*����

(1) ����������

(2) ������
������������
���

(3) ������
�2�����	��	��#�

������
�

(4) �	���
����	�
���������

��

(5) ���"�	���
���
��

������������������������


���

�������
�����������

���

�
�
�����������������
����

���
�&���������������������

����������������������	�


��������
����������������

�������	���������

��4�	��	�����
���#���
��

�	�
����	��4	����������+(�

�����	�	������
�����
���
�

�
�������	�
�������
��� ��

����������

���
���	����������	������

����	����

(����� �����)

���� [hierarchical decision] ����	��

�������!����������������
�

����������	������������
�

���	������	�����	�4�����

����������������������	���

� —— �������������� —— �
�
��

���

����������� ——
�������

������������

���
	������	���
	��������

������
�
	���
���������	�


����������
�%����������	��

����
�
	������������������



	��������
�����
'��������

�������
��������������
���


����������	�����
�����
��

��������
��������������
��

�����������
��������������


���������������
�� Stackelberg ���

(����� �����)

��� [group decision] ��������&��

�

��������
����&����������

!�������� (collective choice)����#���	

�����.������3�	��,/!���6���


���������	&��������

��&�������������� �%�����

������� �%����������� ��� 	�

���������&�����������������

���������������
��	����	�	&

��������������
����	��&���

�������	����&����������	�&

������
�&�������� 	�����
��

�����	������&�������

&�������	���������	&���	
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���
$���&�������	���������

	������
������� 1785 �����	���

�$ (Condorcet) ����������!�������

��*
	������������� A�B�C ����


��� A ���� B��� B ���� C��� C 


���� A �		��	��������!��(paradox

of voting)����$��(Condorcet’s paradox)�����

����	�������!�����	����	
#

���&�����������	�!��"�1951 ��	

��"$��76�� (K. J. Arrow)����	�����

�������
�������������������

�
����������"���	��������%


�������		������������&���

&�������������!�� (�#) �
��

	���� (�	������	$���)���	����

� (team theory) �	
����������	�����

������
�������
���	��
����	

&����������������	�����&��

������&���� (��#�) ����
�����

������

(����� �����)

���� [interactive decision making] ���

������	������		����	
������

���������
� 
��
������
����


���������������������
���

�����
�	������
�� �� �����

		��
����

������		����
������������

�������7	

��		����� �����

�����	
�����
�������
������

�����������������
��
�

���

��	
����������������������

���������
��5��
���
�������

�������������
���
�����
��

����	�����7�������������
�

�������	�����
�����������	

	��"���
��&� �����
����




�
��
�

��
�������� '	�

(1) ��	
��
����������������

������	� ���

(2) ��	
�����

������
�����

� �

(3) 
���
�� ��������	������

���� '�������
��������
�	��

����
�� �� ���


��������
�%4����7
�����

�������

(����� �����)

����� [multiple criteria decision making]

	�������������������������

�����������������	 20 �� 70 ���

����������	��������������	�

��������������������������

	�����������	��(non-commensurable)�	

���������
��(�	
�����������

���������������������������

	�������

�	��	������	�
��

��
	
��-���������������	���

����		�


������
����������������	

������������(multi-objective decision making

problems with finite alternative)���������(multi-

attribute decision making problems)��� (��) ����

�����(multi-objective decision making problems with

infinite alternative)�� (���) ���������
��


�
���������� (���) ���������

�������� (multiple criteria decision making prob-

lems)�

��������������������

(1) ��� X��	���� x ��
����x 	� n

����������� x ������

(2) ���(set of objectives)����(set of attributes)

f1(x), f2(x), · · · , fn(x)������� x ��������

	���

(3) ��	,(decision situation)����������

�����
��

(4) ����(decision rule)�����
�����=�

�	���� (optimizing) ����� (satisfying) ���


�

������������*����	����

DR
x∈X

[f1(x), f2(x), · · · , fn(x)] ,

���DR �����������*�������� DR�

���� f1, f2, · · · , fn ������� X ����� “��

�” ���

����������X 	������xi ��� i �

���fj ����� j ����fj(xi) ��� i ��� xi �
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�� j ��� fj �������������*	����

�

DR
xi∈X

[f1(xi), f2(xi), · · · , fn(xi)]�

���������������	��������

����	��������� ������������


����������	�������������
�

��	�����

�
������	����

(����� �����)

�
 [risk] �����������
�
��



��
��	���
���
�
����������

�	���������	��������������

�����	�#����������	���
���

������	�,��!��/�
+�����
���

������������	�����!��/�����

�
�����������������
������

������������������������(value

at risk���������������
�������

��!�)����

���
������	�
%����������

���
��	
�����	���	�������	

���

����
������
%������	��

���������'�����
���������-&

����
�����������
��*�������

������������������	
����	��

���	��������������	���!�
��

���	���
���

������
���

��8*$�����7��

�������
���������1	�	�
��*

$�	����������
����	�
�����

�	����� (Markowitz) ���–�����
���#


–"��–�0 (Sharpe-Lintner-Mossin)��������

���� (Ross) �.��������
–����–�'

(Black-Scholes-Merton) ���������	�/
���

�����������������'�#
������

������

���

(������ �����)

��� [search theory] �����������

�������������	%��������
��

�
����

�	����4���/�!���
�!

��������	
�+	."��'	��������

�����������������������

(1) �����
�	���
��
��������

���������������������
����

��
�	����&�
�����������
��

����
��������������
��
���

#������	!�������
5!����
���

�
��."���&�
���
�����
�����

��������	���	
����������

(2) �����������������������

��
�����������������������

��	�������������������
����

����������	���������������	

��
����

(3)�������������������	����

�������� T ��������� T �	�	��

(��)��������
��	���

��������	��������������	

�������
�����������	�������

���
����

(������ �����)

���� [random search] �	��-

���

��������������	
�� A ���	���

�������	����	�	�-	���'����	

���
��	

���	�-	�����	
����

����'��� A �"��������'������

$�� R������'��69$� r � R ������

�
�� 1�r > R �������
�� 0���'��0

���� W = 2R���
�� A ������������

���� v ������ t ������
�	

b(t) = 1 − e−Wt/A
�

�	�����
� (Koopman)

��	���	���

������5�����
�	��

(������ �����)

����� [kinematics of search] ���%
�

���
������
�����
������
��


����

v���
���

u������

w���
���
�� (��
�����)�

���
����w = u − v���
����������

���� (����)���� �� φ���
�����


�������� (����)���� �� θ���
�

���$����� r���
�
��� r ������

β��	�
��
�������
���
����



,������

(������ �����)
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17.12 

�����

���
�� [data envelopment analysis (DEA)]

1978����� (Charnes)��� (Cooper)���� (Rhodes)

�
�	�
�
�
�����
������ (��)��

���
 (�
)��	
���������
��
��


�	���	������	�������������

(decision-making unit, DMU)���	�!�������

����
����������������

����	
 (DEA) 
�������–�
��%�

����
����
�DEA ���������� CCR

������� (Charnes)��� (Cooper)���� (Rhodes)

� 1978 ��
��	��	�����	���–�����
�������������
�����������


�� DEA �
�����

(������ ������)

����� [analytic hierarchy process (AHP)]

�	�����
�
����������������

������		������ (T. L. Saaty) �� 20 �

� 70 ������	��"����
���������

�$����������	������	������

�����	
	�����
��	������	
�

����$��	���������	���������

���������������
�
���������

�	����	��������	���	������

���������
�*����

(������ ������)

�����
 [artificial neural network] ���

�>
�����������	
����
�����

������	��>
����	��	���>
��

����������������	���>
����

������	��	����>
����������

������		����-6�����-6�����

��>
���
��������
�	�����

��>
���������	����������

	�	�����	�	������	�	>
�����

�	>
�����������
�������	��

������
�������	�	��	������

�	��>
����������������

��>
����������������
���

�	���	���(������7��	
, 
���/

�����
������������	���

(������ ������)

����
 [artificial neuron] ��������

�������>
����>
������������

����>
���
������
	���������


�����>
�	������
�� a(x1, · · · , xn) =

φ(σ(x1, · · · , xn) − T ), �� x1, · · · , xn 	�� n �>
�

(���
��)����σ ���"��(accumulation func-

tion)�σ��	����� n��������σ(x1 , · · · , xn) =

w1x1 + · · ·+wnxn�σ ���	�������T 	����φ

	�������>
�������

(������ ������)


��� [activation function] �������

���������–�
���'�����	�����

(�� (limiter)��������
� (��) �
��
�

���'�������� S ��(� (sigmoid activation

function)��
��4���(�����(���	��

��	
����>
�����	'����>
��

(������ ������)

�����
 [feed-forward neural network] �

�	����������	
��>
���������

�����(����������� (�����) ��


�����������
�������	��&��


����������		���
���
��	
��

���&����������

�&>
���	�������������
�

� ��7� (	
) ��� ��
������(����

�7���������

������ R
n������ {1,−1}m�R

n �� C(<

2m)
������
� K1, K2, · · · ,KC����� x ∈ Ki�

	
���
"����� {1,−1}m ��� Ki ����

���&>
�����
���������� (f1(x), · · · ,
fm(x)) 	� R

n ��� Ω � R
m ���
"��� p ��

��� (xμ ∈ Ω , f1(x
μ), · · · , fm(xμ))��	��� x ��

���k ���� m ��
>
� yi(x) ��&>
��

N(k,w)���������� ε����� w����

p∑
μ=1

m∑
i=1

||fi(x
μ) − yi(x

μ)||s � ε

�� s = 1, 2 � ∞��	������� x ∈ R
n���

�������
��
�
"������

(������ ������)

��� [perceptron] �
�&>
�������

�	
������'#
�������
���� n �

��������>
��
 1 � −1���������
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���
������������'#
���	 R
n �

����	�
�R
n �����
 S1, S2 �����	�,

��� w ∈ R
n, ����� x1 ∈ S1 � x2 ∈ S2 , �

wTx1 � 0,wTx2 � 0���������� w��� S1 �

S2 	����	�������������>
��'#


��������	�
�	
��

�	���'#
������������'#
�

������������������� (LMS)��� R
n

�� p �
�	
������� (xμ, oμ),xμ ∈ R
n,oμ ∈

R
m, p < 2m��� xμ �������oμ �����
�W

�'#
����� f(W,x) ∈ R
m ������� x ��


�������	�	��������

min
W

1

2

∑
μ

||oμ − f(W,xμ)||

�����������	��������������

�	
����
���

(������ ������)

�����	 [Hebb learning rule] �� (D. Hebb)

� 1949 �-��>
������*�*�
����"

�����7 ��+?��	�
�
������?�

�	�#�*�����������?��#�*���7

�	���
�����*	�	>
� A ��'��
�

������>
� B �#'��>
� A 	� B ��(

�����'��� B � A ��$����������>


� B 	��	�'� A ��������������

������������ x 	>
� B �>
� A ��


�x > 0 �� B � A �'��x < 0 �� B � A �$


�y 	 A ��
��
�y > 0 ���)�y < 0 	�$


�w(t) 	�� t � B � A ��$����

Δw(t) = αxy,w(t+ 1) = w(t) + Δw(t)

�� α > 0 	������
��������

(������ ������)

�����
 [feedback neural network] ��

�&>
��	������>
���
�	��>
�

�������������>
���
	������

�>
�������&>
�����	��������

	��	��-��� (������) ���������

����	��-�������������>
�

������
'�����
��������� n ��

���
��� y ∈ {1,−1}n ������������

y1, · · · ,yp����������������������

�������������
� ������ z ���

����
�������'��������������

�
	�������	�
����� yi ��

�&>
���������������	����

����&>
���������� E(y(t)) �'(
�


����

���

Y (t+ 1) = f(y(t))

���
���

dy/dt = h(y(t))

����� E(y) �	������������	 t ��

��E(y(t)) �#�����
 y(t) ����������

��� y∗�

(������ ������)

�����--��� [Hopfield-Tank network] �

��
*������
����	��
�
*���	

����&>
������>
�����������

�
��&����>
���������������

����>
��
�����
�$����
����

y(t) ∈ {1,−1}n ��
����������	��

y(t+ 1) = sgn(W y(t) − T )

���W 	�� n × n ������ �T 	����

��sgn(.) �������(�>
������ n �>


���
*������ N = (W ,T )�����	���

�

E(y(t)) = −1

2
y(t)TW y(t) + T Ty(t)

��		�����#��
*����������	��

 ���	 ���� ��	������������

��	������	�����>
���
�	 ��

������	�	�����>
��
�

(������ ������)

�������� [Hopfield association network]

��	�����
���� –����(.��&>
�

����	��-��� (�����) �����
�
*

��������
*������	��
�
*���

�������������� n����� y1, · · · , yp��

���

W =
1

n

(
p∑

μ=1

yμ(yμ)T − pI

)
�� I ����� ����
�����
���� (


� ���������������
) �������

�
��
*���
�
	������������

(������ ������)

�
������ [back-propagation algorithm]

�	������	�-6�
������

����
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�	
������� n�>
������ m�� φ�'

����>
���
����>
��'���� ψ��

�������� j �>
�� n ������ wj���

����
>
�� m ������ u = (u1, · · · , um)��

����� (xμ,yμ)������� wj(t),u(t) �'#
�

�� xμ ��
�

y(xμ) = ψ

(
m∑

j=1

ujφ((wj)Txμ)

)
��	�������
� ��

Eμ(u(t),w1(t), · · · ,wm(t)) =
1

2
(y(xμ) − yμ)2

��� ���������
	���������

minEμ(u(t),w1(t), · · · ,wm(t))

=
1

2

[
ψ

(
m∑

j=1

ujφ((wj)Txμ)

)]2

��������#������� wj(t) � u(t) ���	

������			��
�� �����������

������������

(������ ������)

���
� [self-organizing map] �
�-6�

����>
������/�������� n ���

�������� x1, · · · ,xm�������������

����������	���# (T. Kohonen) ���


������� ��#�����(Kohonen self-organizing

model)�

����	����&���	�����&����

m �>
���	�������������>
���

��!���

��� n ���� wi��������

��>
��>
���
�	�>
�����$���

�������(���			����		��>
� ij

�	�� xj �$���
�

ij = arg min
j

{||xj − wi||}

��			�� wi ���		�� t ����� xj ��

��

wi(t+ 1) = wi(t) + Θ(ij , t)α(t)(xj − wi(t))

�� Θ(ij , t) 	� ij ��$���������� ij ��

$�����������>
� ij �������
��

����>
��������	����������+

���α(t) 	���#���������������>


����
�����

(������ ������)

����� [Boltzmann machine] ������



��

�
�������� W ���� ��� i

�>
���
 −1 �� 1 ���������

ΔEi(t) =
∑
j �=i

wijyj − 2Ti

�� Ti �� i �>
�������� ��������

��� i �>
����
�� Pi(t)�

Pi(t) = 1/{1 + e−ΔEi(t)/θ}

�� θ 	�����%�������������

�

������!�����������
������5

+��
���
*������5+��
������



��������		����������
���

��

(������ ������)

���� [simulated annealing] �
���


(Kirkpatrick) �� 1983 ��
��	������
��

���
����������������������

�	�	��		������+���%�������

(�
%�1���������
������
�



%�����#�(�������������%����

���(�������	����
�����!����

���������������������		���

��������	����������

	����

���
����������		�	�����
��

��������������������������

������� �	������8��������
�

����!�
� P �����

P =

{
1, ΔE � 0;

e(−ΔE
T

), ΔE > 0�

��������+	 	��
%� T ��#		


������������������	��������

�������������
������������


�����
�������������%� T ���

�����
����

%� T �+�!�������


��!��	%� T �� 0 �������������

��������������+�����������

�)
��������������������
��

������
�������	�����������

(������ ������)

���� [genetic algorithm] �
������

����������@ 0���/������%��

��
������� (J. D. Bagley) � 1967 ��
���

�����	��/
����� (J. H. Holland) � 1975

����� ��������������
��%��
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����	
�&����
������	��)
��

�������������	���
���������

������������������������

���%����
�)���&����&�	���

��� (selection)�
�'� (crossover)���'� (muta-

tion) � '�%���������)�1����
1�

������������
��&��	&���	&��

�

��������� 
����@ 0������

����
������	��������	 	� (fit-

ness) ���������	�� 	�����
����

������%���
�	&���� 	��� ��

���+(�������
����'���
�����

����	&������


�'����'�	%���������	�	�

��	�����������
�'�������,5

���������

�����������
� Pc �

�����
�
���������������'�


���%����	��������
� Pm ��
��

�
���)���������������'����

�	&���������%���!
	����

(������ ������)

���� [evolutionary algorithm] ������

�����������������������%�



�	�
��	&������������� 	���

�����������������
���������

����������(evolutionary strategy)	�	���

�������������������		�%���

�
	��%���
����������)��	���


���������������������'����

����� 	����������		������ 

��� 	������'�	��������� 	��

	�����	��� 	���������� 
��

�������

����������
�%����


A1�������������	�����(evolutionary

programming)	�	���
/�������

���

��
	�&������&�	� 
��������

��

�
����
����	����
������

���	'��

����&�������
	���


���������� 	��	����	����'

�		����
	�&�����������"�
	

����� 	������
	�����������

����	��������	���	��������

���		�		�����������
	���	�

��������������������������

'������%���������������
�'�

�������
�����������<"�����

���� 	�
���%������������



���

�����������'�	�������

�������������
����/�������

	��

(������ ������)

���� [tabu search] �	���������

�� (F. Glover) � 1986 ��
�	�	��������

���������-2����������	����

���� x �������� N(x) ��� x′�����


	�������
�����-2��-2�������


�	�����B�������
��������#

��������-2�����		��"��	���

���������������	�	�-2�����

��	�������	������� (-2�) ��7�

!��
��	��������
���� N∗(x′)���

����		���� x �� x′���!
#������

���������������������	�-2�

����	�B���B
�
�-2��������"

�����
�����-2������
������

������#���������)
���������

��������-2������
��������
�

�����������
���	�����-2���

�������
�	�����������

(������ ������)

����� [support vector machine] 		��

����������
���������� 20 �� 90

��� AT&T ��
�9��
�
 (V. Vapnik) �
, �

�����������
��
���������

�
��
��	���
���
��������

����, ���	
��������������, ��

+(��������������
��
��
���

�������, :
��, �-6	
����

(������ ������)

���� [classification problem] 
����8

!�

T = {(x1, y1), · · · , (xl, yl)} ∈ (Rn ×Y)l,

�� R
n ����
��� g(x), �������

f(x) = sgn(g(x))

�"���� x 
�	� y �, �� sgn(·) 	%(����
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�� , ��	
��, 

��	�
��� R
n ��	�

��	����

����, ��	
��		��
��
	
����

�
	, ��	����
��
	
���

(������ ������)

�����	 [maximal margin principal] ��

��	�	
������	���������	��	

����	������

f(x) = sgn((w · x) + b),

�� w ∈ R
n, b ∈ R�����
 (w · x) + b = 0 � R

n �

�	���	�	��8!���	 yi = 1 � yi = −1 �

xi ��
���
�������	���	������


���8!������	�, ��
���
�	��

����6����

���	���

�������
����
��

����
��
����&���	����	���
�

��	����
��
�$����

(������ ������)

��� [kernel function] ���� R
n × R

n ��

�� K(x,x′) 	*��, ����
� R
n �
�� ��-

��� H ���

Φ :
R

n → H,

x �→ Φ(x),

��

K(x,x′) = (Φ(x) · Φ(x′)) ,

�� ( · ) �� H �����
���*���

(1) ��*��

K(x,x′) = (x · x′).

(2) ���*��

K(x,x′) = (x · x′)d,

�

K(x,x′) = ((x · x′) + 1)d,

����� d �����

(3) �����*��

K(x,x′) = exp(−||x − x′||2/σ2),

���� σ > 0�

���*���� B��*��, ���*����

(������ ������)

C ������� [C-support vector classifica-

tion (C-SVC)] �
������	
����
���

�
���*�� K(x,x′) �
���� (x · x′), 
��

� R
n ����	
�������-�������	�

���

�
��	

�����	�, �� ν �
��	



 (ν-SVC ), �����
��	

 (least square SVC),

�$�
��	

 (proximal SVC), ��������	

���
��	

 (linear programming SVC) ��

�� C �
��
��������
	
��, ��

��������
�
��
 (one versus the rest),��	


 (one versus one), ;��
�) (error-correcting output

codes) ��

(������ ������)

ε ������� [ε-support vector regression

(ε-SVR)] �
������������
����	

��*�� K(x,x′), �
��
�����������

��-��� H ���������
�
����
�����	�, � μ�
������

(������ ������)

�	���� [input-output analysis] �	��

�����
 (W. W. Leontief) � 1936 �		����


�	��� 1973 ����

�����	������


��!����		���	����
����
��

�	�	����������!�����
�����

������	�����(intermediate input)	���	

	��������
��!�����(primary input)	

���		��������������
���!��


	������
��������
���������

������ (�
�����)���

�
�����


����������������
	
	��

�


���	��������������������


������������

���
	
�-+�����	�����
��



�������������!����������


����������
����
��

������

�
���
���������
�
���
����

��������������
������������


��������
�

�����
�������

�������	
�����!�����������
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����	����������� 100 ����
�
�

�����
���
����
��������
��

���
�����
������ (���)�������

����
��

���
��������

���	��

���

��	
�
������ (��)������������

�����
�!�����!���	�����01	

�������
�
���������������
�

���	�
�������
	
������.���

����������
(���
����������

����������������

���

(������ ������)

����� [Leontief inverse] �������

�� (matrix of total requirement coefficient)�	���


	
���������
�������������

���������� (�����) ���������!

����������
��
�������

���

���������������!��
�

��������!�����������!�	���

�	������		��!������������!�

�����		�
��!+	�+	��		����!

��+	��		�
�!<2��<2��		���!

��������������!��
�	���!���

����
�	���!���������!��	��

��
����������������
�����!

����� 	�����

B = A + A2 + ...+ Am + ...

= (I + A + A2 + ...+ Am + ...) − I

= (I − A)−1 − I

�� A ����!��� �A2 �������!���

 �A3 �������!��� ���
��B ����

!��� �� (I − A)−1 �����
�� B̃����

���!��� ���� ���������� ��

�	��

B̃ = 1 + A + A2 + ...+ Am + ... = (I − A)−1 = B + 1

(������ ������)

����	���� [nonlinear input-output

model] ������
�����	�	�

A(S)X + Y = X

���X�Y 	�����
�������
����

A(S) �������!��� ������!��	�

� S ����S ������ X ��� t ��

3��9 (T. Fujimoto) � 1986 ������!���

�� X ����� A(S) =A(X)������������

�������� A(S) ��������"������

��
����������������� A(S) ���

	����
�

���
 A(S) ���	���			6������

��
���6 ���������

���
�����

	����������

����!��� ������
����
�



�������������	����������	�

�+)��������
����������

(������ ������)

�
�	���� [dynamic input-output mo-

del] ���
���

���
����

X(t) − AX(t) − CẊ(t) =
∼
Y (t)

���X ������C �������� �
∼
Y (t) ��

�
��������������=�
����Ẋ (t) �

X(t) ������

���
�
�

���
����

X(t) − AX(t) − C [X(t+ 1) − X(t)] =
∼
Y (t)

�����������	�������� 1��0�

� t �� t + 1 ����		�����	���

���

���
�

���
��
���		������



�����	��������0��	�����	�

����+��

(������ ������)

�	������ [input-occupancy-output tech-

nique] ���
	
��	��������	�	��

����������
����������(���
�

(���������������

*�������

	�������������������������

���

��(��
�
�� “��” 	���		���	

�!���������“(�” 	�����������

���������
����
�����7"�����

�����������	����(�	���(�	��

��
�����������
�������
���

�(������
��������
������
�

����
�������
�(�����������(

�4���7�������������
����
�

�������(�	�������



1114

��(��
�
��	�����
	
����


�����
	
���
(���
������(��

�
�
������
	
����!�����	���

B = A + BA ⇒ B = (I − A)−1 − I

���A,B 	������!��� ����!���

 �I ���� ���	������	���
����

������!��+�������!��������

������������!����!��)+����

!��$���)*)������	�!�����
�)

+		��!�
��
�$-������������


��
�$-��!��	���!�����

���(��
�
�(�������!���	�

���

b∗ij = aij +
n∑

k=1

b∗ijakj + αidij +
n∑

s=1

b∗isαsdsj

���b∗ij ��������!����!���αi �� i 	

�����%)��dsj � j ���� s 	�������

(�������$� 3 ��� 4 �	����	����

����!����!��)+�����!��
���

����!����!��� 	�����

B∗ = A + B∗A + αD + B∗αD

���B ,D,α 	����������!����!��

� �������(���� �����%)����

 ���

B∗ = (I − A − αD)−1 − I

����(��
�

�����
�������

��������
��������
���
���
�

��������$7����
��������	��

(������ ������)

RAS � [RAS approach] 
�������
��

��
����
	���������������!�

�� ��������������������!��

� ��	�����RAS ��������������


����
�����	
�����	���
�	�

	����������
��	
	�������
�

 �	��������!���
������	�
�

��������
	�������
���������


		��
������������������	�

	��
�


#������
�����������!���

 A0������� U0
i =

n∑
j=1

X0
ij������� V 0

i =

n∑
i=1

X0
ij�
�������������� Xi����� Yi

����� Ej�������������� Ui =
n∑

j=1

Xij =

Xi − Yi������� Vi =
n∑

i=1

Xij = Xj − Ej�� U =

(U1, U2, · · · , Un)T�V = (V1, V2, · · · , Vn)�μ = (1, 1, · · · , 1)�

���

AX̂μT = U (1)

μAX̂ = V (2)


�
����
	����������� A =

RA0S��� R � S ���� �	���
����
	

����A = RA0S�� (1)�(2)����RA0SX̂μT = U

� μRA0SX̂ = V������ 2n ��	�R�S � 2n �

##��A0�X̂�U � V ��
#�����	����


R � S���� A�

RAS ����	!��%��������	���


������������� A  �����
����	�

���	��
��
	����	�����	�����

	��
�������� RAS �������
����

��������!�����	���� aij ������

������������� RAS �����������

�������� A  ����������!���

(������ ������)

UV�� [make-use model] ����–�����

��
���	�
���
���	����������

���	����
���
��������
����

�����

���
����
�����5%��	�����

��	��!��������

�� �� ���� ��


�� (X) U Y Q

�� V G

���� (Z̄) Z

��� QT GT

�����	��� (����)���	�
�� (��

��)�U ���� ��!� ���� Uij ��� j �

������!� i	������Y ,Q 	�������

�������������V ��
� ����
	�

 ��� Vij ��� i ���������� j 	����

��G �������������Z ������ ��

�������������	���
��������

��� X ������ Z̄ ������� �

UV ������������������	���

���������������
	���������
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��������	
��
�����(��������

��	
�����

(������ ������)


����� [structural decomposition analysis

(SDA)] �	����
����+���
���3


	
���

�
�		
��	�������

�

��
	����
	����
���
	����
�

�������������
�	���
������

���� SDA 	

���
���X = BF��

��X�B � F 	�����
������
 (Leontief)

�� ���������� 1�0	�����������

�������������
�
	������

X1 − X0 =B1F 1 − B0F 0

=(B1 − B0)F 0 + B0(F 1 − F 0)

+(B1 − B0)(F 1 − F 0)

� ΔX = X1 −X0�ΔB = B1 −B0�ΔF = F 1 −F 0�

�

ΔX = (ΔB)F 0 + B0(ΔF ) + (ΔB)(ΔF )

���(ΔB)F 0�B0(ΔF ) � (ΔB)(ΔF ) 	���



�
�
���������
�����
�
����


����
"	
�������
�������
��

��	�������

ΔX = (ΔB)F 1 + B0(ΔF )

ΔX = (ΔB)F 0 + B1(ΔF )

��������	�	����	��

����


� ��������'����������
����


���

	
��

(������ ������)

�	�
��
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