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中国数学规划新近进展及展望 

 
摘要 
 数学规划又称数学优化，它是运筹学的一个重要分支。它主要研究在一定约束条件下，

如何求一个实数或者整数变量的实函数的最大值或者最小值。它是运筹学和管理科学中最常

用的一种建模工具和求解问题的方法，在工程、经济和金融等领域有非常广泛的应用。在本

章中，首先我们简单地介绍数学规划的历史、应用及其主要研究方向；然后我们概述数学规

划的发展现状和在中国的发展情况。最后我们将按照数学规划的以下七个主要方向：（1）线

性和非线性规划，（2）锥和鲁棒优化，（3）变分不等式和互补问题，（4）多目标优化与向量

优化，（5）整数规划，（6）组合优化，（7）张量与多项式优化，分别介绍其背景和应用领域，

研究现状，未来发展趋势和主要研究问题。  Recent Development and Future Prospect of  
Mathematical Programming in China 

 
Mathematical programming or mathematical optimization is an important branch 

of operations research that studies the problem of minimizing or maximizing a real 
function of real or integer variables, subject to constraints on the variables. It is one of 
widely used modeling tools and methodologies in operations research and 
management science and has numerous applications in engineering, economics and 
finance. In this chapter, we first give a brief introduction of mathematical 
programming problems, applications, history and main research areas. We then review 
the state-of-the-art of mathematical programming study with an overview of the 
development of mathematical programming in China. Research perspectives of 
mathematical programming is also presented. The main parts of the chapter devote to 
the following seven research areas of mathematical programming: (1) Linear and 
nonlinear programming; (2) Conic and robust optimization; (3) Variational inequality 
and complementarity problem; (4) Multi-objective optimization and vector 
optimization; (5) Integer programming; (6) Combinatorial optimization; (7) Tensor 
and polynomial optimization. In each of the above research areas, we introduce 
background and applications of the problems, the state-of-the-art of the 
methodologies, the current research trends and the key research problems.  

 

一、数学规划学科概述 

（一）背景和意义 

数学规划问题是指在一定约束条件下最大化或最小化某一目标函数的问题，其变量可能

是连续或离散的；研究这类问题的数学性质、求解算法和具体实现以及应用这些算法解决实

际问题的学科统称为数学规划。数学规划的一个“近似”或通俗的名字是“最优化”。 

    数学规划问题求解“最优”的特征决定了其应用的广泛性。早在18世纪，著名数学家欧

拉就曾说：宇宙万物无不与最小化或最大化的原理有关系。经济社会中，在有限的资源下求

解最优的计划、方案、路线、组合和策略等问题都可以归结为数学规划问题；数学规划的应

用遍及工程、经济、金融、管理、医药和军事等领域。可以说，数学规划的原理渗入到社会

发展的各个方面，甚至在我们的日常生活里也有各种各样的最优化问题。 

在学科分类上，一般把数学规划看成是运筹学的一个分支，是运筹学的基础学科。在管

理科学中，数学规划是最常用的建模方法和工具，与统计和模拟仿真一起组成三大基本方法
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和技术。由于数学规划与数学理论的天然联系，也可以把数学规划看成是应用数学的一个分

支。在国际上，数学规划的研究活动分布在运筹学、管理科学、应用数学、计算机科学和电

子工程等领域中。在一些国际大型学术组织中，如美国运筹与管理科学学会、国际运筹学会

联合会、欧洲运筹学会、美国工业与应用数学联盟和美国计算机科学学会等，数学规划都是

非常活跃的研究方向和分支。 

 数学规划的历史可以追溯到 17 世纪法国数学家费尔马给出的实函数极值点的平稳性条

件和 18 世纪法国数学家拉格朗日处理等式约束的乘子方法，而牛顿提出的求函数极值点的

迭代算法成为后来无约束最优化和非线性方程组的基本算法。现代数学规划发展于上世纪二

次大战以后，其标志是线性规划的提出和应用。1939 年康托洛维奇就已经把线性规划方法

应用于二战中前苏联的军事和生产规划，但西方科学界直到 50年代末才知道他的工作。1947

年,丹齐格提出了求解线性规划的单纯形方法，而冯·诺依曼发展了线性规划对偶理论并将其

应用于博弈论。线性规划的单纯形方法的提出被认为是现代数学规划也是运筹学学科的开

端，是 20 世纪计算科学的十大算法之一,丹齐格也被认为是“数学规划之父”。1951 年库

恩和塔克提出了约束最优化问题必要条件，后称为 KKT-条件，标志着现代非线性规划理论

研究的开端。 

二战后，西方经济和科学技术的繁荣发展使数学规划的发展进入了黄金阶段，特别是计

算机技术的普及使数学规划的算法能真正广泛地应用于求解各种现实问题的最优化模型。 

随着共轭梯度法和拟牛顿法的提出，非线性规划方法日趋成熟，其中许多算法程序成为工程

计算的标准子程序。1979 年卡奇杨提出了第一个线性规划的多项式算法-椭球法，而 1984

年卡玛卡提出的线性规划内点法更使数学规划研究进入了内点法时代，内点法随后被涅斯捷

罗夫和尼米洛夫斯基等推广到一些凸优化问题。数学规划的其他分支，如多目标规划和向量

优化、整数规划、组合优化、随机优化、变分不等式和互补问题等在上世纪后半叶也得到了

迅速的发展，成为相对成熟和独立的数学规划分支和研究方向。近年来，锥优化，鲁棒优化、

稀疏优化、张量和多项式优化等成为数学规划新的热点研究方向，连续优化和离散优化的相

关理论不断深入和发展，使数学规划成为运筹学学科应用最广泛和最具活力的研究领域。 

 

（二）研究与应用现状 

 

通过几十年的发展，数学规划理论和方法的研究不断深入，应用领域也不断扩大。数学

规划的研究大体上可分为三个主要的方面： 

（1）数学规划理论：研究数学规划问题相关的数学理论。数学规划的理论研究对学科

的发展具有基础性的作用，数学规划的一个鲜明的特点是其理论的严密性。 

（2）数学规划算法：研究求解数学规划问题的精确和近似算法。这是数学规划研究的

核心部分，是数学规划学科应用性的体现，是数学规划学术研究和现实应用之间的桥梁。没

有算法研究的数学规划只能停留在数学理论领域。在数学规划发展的历史上，算法研究是推

动数学规划发展的主要力量，新算法的提出推动学科向前发展。 

（3）数学规划建模、应用与软件：数学规划的生命力在于其应用的广泛性，从丹齐格

把线性规划应用于美国空军作战计划开始，数学规划的发展都与解决实际应用问题密切相

关。工业、管理和信息等领域中有许多最优化建模问题，利用这些问题的物理特性建立模型

后，需要对模型进行分析和简化，并应用合适的算法软件进行求解，而后回到现实环境中进

行最优解分析和参数敏感性分析等。可以说，重要的数学规划问题都来源于实际，其研究成

果能被应用于实际。 

数学规划的理论和应用属性决定了其研究队伍的广泛性和分散性。在国内和国际学术

界，数学规划的研究小组和人员一般分布在如下几个学科领域：1）数学和应用数学领域，

这部分研究小组和学者主要从事数学规划理论和算法的基础研究；2）工业工程、系统工程

和运筹领域，这部分研究小组主要以应用为导向，从事数学规划建模、算法和应用研究；3）

管理科学领域，这部分研究小组和学者更注重最优化建模和分析，与管理科学中的运作管理、

物流与供应链管理和金融工程有比较密切的合作和联系；4）信息与计算机科学领域，这部

分研究小组致力于计算复杂性和算法设计与分析、信息处理的优化理论、模型、方法和应用
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研究。当然，上述领域的分类并不严格，许多研究小组和学者都从事理论、算法和应用的交

叉研究。目前数学规划的主要研究领域有： 

（1）线性规划：研究目标函数和约束函数都是线性的数学规划问题的理论和算法，这

类问题的可行域是多面体和多胞形。线性规划在形式上是最简单但也是应用最广泛的数学规

划问题。线性规划是多项式时间可解的数学规划问题，其主要算法是单纯形算法和内点算法。 

（2）非线性规划：研究目标或约束函数有非线性性质的数学规划问题，有如下的一些

主要研究分支。凸规划是非线性规划中经典和重要的一类问题，系指目标函数和约束都是凸

的数学规划问题。无约束优化问题的经典算法有共轭梯度法、拟牛顿法和信赖域法。经典的

约束优化问题的算法有罚函数法、可行方向法、内点法和序列二次规划方法等。二次规划问

题指目标函数是二次而约束是线性的非线性规划问题。二次规划是介于线性规划和一般非线

性规划之间的数学规划问题，其理论和算法研究趋于成熟，主要算法有传统的积极集法和近

年来发展的内点法。当目标和约束都是二次函数时，这一类问题称为二次约束二次规划问题，

其研究难度则大大增加。多项式规划研究目标函数和约束函数都是多项式的数学规划问题。

多项式优化与张量分析、代数几何和矩理论等数学分支密切相关。目前，求解多项式优化问

题的主要途径是松弛和近似方法，如平方和逼近等。锥规划研究可行域是锥的非线性规划问

题，锥规划包含了线性规划、半定规划和二阶锥规划，这三类特殊锥规划问题都可以用内点

法求解，是多项式时间可解的问题。全局优化研究如何求解非凸最优化问题的全局最优解，

由于非凸问题的全局解不能由 KKT－条件完全刻画，全局优化问题通常比凸优化问题困难得

多，需要借助分支-定界等方法求解。 

（3）整数规划：研究全部或部分变量为整数的数学规划问题。经典的整数规划理论侧

重线性整数规划，近年来，二次和凸整数规划也日益受到人们的关注。由于变量的离散性，

整数规划问题通常比相应的连续规划问题更难于求解，因为整数规划一般都是 NP-难的。分

支-定界和分支-割方法是目前求解整数规划的主要算法框架。 

（4）组合优化： 研究在有限可行解集合中寻找最优解的数学规划问题。尽管可行域是

离散有限的，可行集规模往往具有指数及以上的量级, 故穷举法并不适用于寻找最优解。组

合优化的研究与组合数学、图论、网络、拟阵、算法理论和计算复杂性有密切关系。组合优

化和整数规划都是离散优化的组成部分。 

（5）随机规划: 研究部分或全部参数是随机变量的数学规划问题。随机规划是在不确

定环境下的一种最优化建模方法。利用参数的概率分布性质，随机规划研究如何寻找对所有

或几乎所有情景下都可行的策略，以最大化某个决策变量和随机变量的函数的期望值。随机

规划的一个经典和成功的例子是两阶段随机规划。随机规划的求解往往归结为一个具有特殊

结构的大规模线性或非线性规划问题。 

（6）鲁棒优化: 研究参数具有不确定性或误差的数学规划问题。 与随机规划不同的是，

鲁棒优化不假设参数是随机变量，而是考虑参数是由某个确定性的集合来刻画。为克服不确

定性，鲁棒优化寻求对所有参数集合或误差范围内都可行的解。 

（7）动态规划：研究一类满足所谓“最优性原理”的最优化问题，其最优策略可分解

为一序列更小规模的子问题来求解，这些子问题之间的关系由贝尔曼方程给出。 

（8）多目标规划：研究同时最优化多个目标函数的数学规划问题。非平凡的多目标优

化问题目标函数是相互冲突的，不存在同时优化每个目标函数的最优解，而具有多个甚至是

无穷多个帕累托最优解。当帕累托序换成一般的偏序时，多目标规划可进一步推广为向量优

化。 

（9）变分不等式和互补问题： 变分不等式是指一类含泛函的不等式，必须对某一变量

的所有取值都满足。互补问题是一类数学规划问题，其约束条件中含有变量互补条件。 

（10）均衡约束数学规划：研究约束条件包含变分不等式或互补条件的数学规划问题，

其主要困难是由于可行域的非凸性甚至非连通性。 

数学规划在各个领域的应用最终都需要通过算法来实现，所以，从最初线性规划的单纯

形算法开始，人们就致力于实现各种数学规划算法，并由此产生了许多著名的算法软件。而

为了使从事实际应用的工程管理人员方便利用这些算法软件，人们又开发了最优化建模语言

系统，在这些建模语言系统环境下，应用管理人员可以方便地为各种数学规划问题建模并调

用相应的算法软件求解和分析，而不必编写复杂的编程语言。由比克斯比开发的 CPLEX 就是
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一个算法软件由学术研究走向商业化的成功例子，它是运筹和管理科学研究的主流最优化软

件，也是最成功的商业化最优化软件之一。比克斯比后来和华人学者顾中华创立 Gurobi 优

化软件系统，成为与 CPLEX 并驾齐驱的商业优化软件。表 1列出了一些国际上主流的优化软

件系统。 

 

本专题报告余下内容将简要回顾我国数学规划研究的发展进程，分析数学规划未来发展

趋势，深入介绍数学规划若干重要研究方向。对每个研究方向，将分别介绍其学科研究领域

概述、国内外研究现状分析和研究发展趋势与关键科学问题。将主要介绍下面七个研究方向：

线性与非线性规划，锥优化和鲁棒优化，变分不等式和互补问题，多目标优化和向量优化，

整数规划，组合优化，张量分析与多项式优化。 

表 1：主要最优化算法软件 

软件名称 软件功能介绍 说明 

GAMS 最优化建模语言系统，可以连接调用各种主流线性与非线性优化

和整数规划算法软件 
需要许可证 

AMPL 同上 需要许可证 
AIMMS 同上 需要许可证 
CVX 基于Matlab 的凸优化建模语言系统，特别是可求解 SDP 和 SOCP

问题(通过 SeDuMi 或 SDPT3) 
免费 

CPLEX  线性和二次混合整数规划，可处理二阶锥约束 免费学术许可证 
GUROBI 同上 免费学术许可证 
Matlab 
Optimization 
Toolbox 

线性规划，二次规划，无约束优化，约束优化，全局优化，0-1
线性整数规划 

需要许可证 

MOSEK 线性与非线性最优化和整数规划算法软件 需要许可证 
BARON 基于分支-定界的求解非凸优化问题的全局优化软件(可通过各

种建模语言系统用) 
需要许可证 

 

二、我国数学规划研究的发展进程 

 

我国数学规划的研究始于 1960 年代，是最早开展研究的运筹学分支之一。管梅谷 1960

年发表在《数学学报》的论文中提出的中国邮递员问题是文革前我国学者在组合优化领域中

的第一个有国际影响的工作。1970 年代初越民义和韩继业开始排序理论的研究，并在日本

召开的第七届国际运筹学大会上报告了多台机器的流水作业排序问题研究成果。我国数学规

划的系统研究是在文革结束后才开始的，并产生了一些有特色和原创性的成果。在越民义、

桂湘云、吴方和韩继业等的带领下，中国科学院应用数学所开始线性和非线性规划的研究，

并带动和促进了国内该领域的研究，吸引了一批国内学者进入最优化领域，并在上世纪 70

年代末期产生了一些有影响的工作,如越民义和韩继业关于既约梯度法的改进和收敛性证明; 

俞文鮆 1979 年在《中国科学》发表关于无约束优化直接法的收敛性证明，是国际上最早研

究尼尔德-米德单纯形直接法收敛性的学者之一；郑权的积分水平集全局优化方法也受到国

内外的关注；游兆永在非线性方程组和非线性优化方面有深入的研究。这些老一辈的数学规

划开拓者还致力于我国数学规划的人才培养、教材出版和学术期刊创办，对我国数学规划学

科的发展起了重要的推动作用。  

上世纪 80 年代是我国数学规划发展的起步阶段，数学规划研究队伍初具规模，在学科

建设和人才培养方面都开始步入正轨，研究水平也不断提高，数学规划的研究和教学开始在

全国各地许多大学开展。除线性和非线性规划外，在越民义等人的带领和推动下，国内组合

优化的研究也逐渐发展起来。中科院和国内部分高校相继建立了组合优化研究组，在网络优

化、排序理论、装箱和拟阵划分等方向展开研究，取得了出色的成果。1988 年，袁亚湘从

剑桥大学回国，在中科院计算数学所开展数学规划研究，使我国在信赖域方法、共轭梯度方

法和拟牛顿方法等非线性规划领域的研究达到国际领先水平，并培养了大批优秀的数学规划

人才。1981 年国务院授予首批“运筹学与控制论”硕士点，中科院、中国科技大学、清华

大学、西安交通大学、复旦大学、南京大学、浙江大学、吉林大学、山东大学、大连理工大
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学、上海科技大学（现上海大学）、郑州大学和曲阜师范大学等都相继开始招收硕士研究生。

除中科院外，山东大学和浙江大学还获得首批“运筹学与控制论”博士点。80 年代培养的

研究生许多都成为数学规划研究的学术骨干，并在全国各地的大学开展数学规划研究和人才

培养。随着我国的改革开放，国际学术交流也越来越便捷。国外学者来访和我国学者到国外

进修访问也日益频繁，我国数学规划研究开始融入国际学术界。1980 年代中期，我国学者

已开始和国外学者合作在运筹与优化领域国际权威期刊发表论文。研究领域也从最初主要是

连续优化领域扩展到组合优化、排序理论、多目标优化、全局优化、非光滑优化、随机优化

等分支。1982 年在武汉召开了首届全国最优化理论和应用学术交流会。1984 年，《运筹学杂

志》作为中国运筹学会的会刊在上海大学创刊，为国内数学规划研究提供了一个宝贵的交流

平台。 

进入上世纪 90 年代后，我国数学规划学科开始步入成熟发展阶段，研究领域扩展到数

学规划的各个重要分支。数学规划的学术交流活动也日益频繁和正规。1994 年在西安召开

了第二届全国最优化学术会议，并成立了中国数学规划研究会，决定每 4年召开一次全国数

学规划年会，1998 年在武汉召开第三届全国数学规划学术会议，数学规划研究会更名为中

国运筹学会数学规划分会。由于历史的原因，我国数学规划研究队伍除中科院外大部分在高

校的数学系，这使得研究领域和视野受到一定的限制，偏重理论研究，而与应用领域的结合

和交叉研究较少。90 年代后，部分高校的管理科学系、计算机科学系、电子工程系、运输

科学、系统和工业工程等院系相继组建了运筹和优化研究小组，在通信网络设计、交通规划

与管理、供应链优化、金融优化、芯片设计优化、数据挖掘、传感器网络、遥感与油气资源

勘探、指纹识别和指纹压缩等领域开展研究工作，并取得了一系列应用成果，这在一定程度

上改善了我们数学规划研究重理论轻应用的倾向。 
2000 年后，我国数学规划研究进入了繁荣阶段。随着国际学术交流与合作的深入，与

国外学者合作的研究项目越来越多，优化领域的许多海外华人学者回国开展学术交流，举办

讲座、研讨会和暑期学校，使我国数学规划研究的水平不断提高。其标志之一就是我国学者

在国际运筹与优化主流期刊发表的论文有了明显的增加。Mathematical Programming 是国际

数学规划学会的会刊，创刊于 1971 年。中山大学王则柯和中科大徐森林 1984 年在该刊首次

发表署名国内单位的论文（与美国学者库恩合作）。至 2012 年，国内学者共在该期刊发表论

文 72 篇。Mathematics of Operations Research 是美国运筹与管理协会的旗舰期刊之一，创刊

于 1976 年，是运筹与优化理论领域的权威期刊。堵丁柱与黄光明合作 1986 年在该期刊发表

第一篇署名国内单位的论文。至 2012 年，国内学者共在该期刊发表论文 45 篇。SIAM Journal 
on Optimization 是国际工业与应用数学学会旗下的著名优化期刊，创刊于 1991 年。国内学

者首次在该期刊发表论文的时间是 1997 年，2 篇论文的作者分别是中科院计算数学所彭积

明和袁亚湘，应用数学所孙德锋和韩继业。至 2012 年，国内学者共在该期刊发表论文 124
篇。我国学者历年发表在上述 3 个期刊的论文统计见图 1。 

 

图 1:中国学者（不包括台湾地区）历年发表在 MP，MOR 和 SIOPT 上论文统计 
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在学术交流方面，数学规划分会从1994年起每两年举办一次全国性学术会议，至2012

年已举办9届，参加年会的代表人数从最初的一百余人到近年来的四百多人。1990-2012年期

间，在国内召开的数学规划领域各类国际性学术会议共有40多次。这些讲习班和暑期学校吸

引了大批研究生和青年学者参加，对我国数学规划的发展起了积极的推动作用。 

 

三、数学规划未来发展趋势 

 

从线性规划于二战后诞生起，数学规划的研究方向和内容在过去 60 多年来一直不断发

展和变化，数学规划的发展规律与其数学理论属性和应用科学属性密切相关。一方面，数学

规划的算法和应用需要坚实的数学理论基础，需要新的数学方法和工具的支持，故数学规划

的发展具有基础学科的特点，其发展有其自身的规律，以探求新的性质，完善理论体系，发

现不同概念和理论之间新的有趣的联系为研究动机，这些研究往往与应用没有直接的联系。

另一方面，数学规划研究受到应用的导向和影响，许多新的研究方向正是为解决数学规划应

用中发现的问题而发展起来的。数学规划模型的很大一部分是由工程领域提出的。数学规划

研究在未来的发展可能具有如下的趋势： 

（1）连续优化与离散优化的交叉与融合 传统上，连续优化的方法与离散优化方法有

本质上的不同。KKT-条件在连续优化算法理论和设计中扮演着重要的角色，而离散优化没有

相应的最优性条件，本质上只能利用部分枚举的思想来搜寻最优解。近年来离散优化的研究

趋势之一是利用连续优化的许多新成果来设计近似算法和紧的松弛。利用凸优化方法近似具

有组合结构的问题也在一些离散优化问题中取得了成功。另一方面，由于许多离散优化问题

可以表为协正锥上的优化问题，而协正锥规划是凸规划问题，故凸规划其实包含有许多离散

和组合问题，未来锥优化方法的发展将直接影响着离散优化的发展。 

（2）不确定和动态环境下的数学规划 传统的优化模型假设参数都是确定的和精确的，

而最优解也是在这个基本的假设下通过算法求得的。在现实世界中，许多优化模型中的参数

具有不确定性。两种基本的不确定性是：参数是随机变量或参数是有误差的。在参数是随机

变量的情况下，我们可以建立随机优化模型；当参数的不确定性是由某个集合刻画时，则可

以建立鲁棒优化模型。然而，不论是用随机变量还是集合刻画不确定性，都需要知道分布或

集合的完全准确的信息，而这些信息往往在实际中很难得到。目前国际上的一个新的研究方

向是：当我们仅知道概率分布函数的部分信息情况下，可以建立分布鲁棒优化模型。数据驱

动数学规划模型不假定参数的不确定性的精确和完全信息，而利用观察的数据直接进行建模

和求解，不确定信息通过学习进行多阶段校正。基于数据驱动的数学规划是未来的一个可能

的研究趋势。传统的优化问题假设模型中的参数是全部已知的，然后应用算法进行求解，而

在线优化问题是指信息不完全的情况下仅利用已知的部分参数信息即时或短时间内做出决

策的优化问题，并且做出的决策不可更改。在线优化中参数信息往往是在算法执行过程中逐

步到达的。在线优化的应用包括许多动态环境下的优化问题，如复杂交通系统的调度问题、

实时金融决策问题的和各类复杂生产问题等。在线优化方法将是数学规划研究的一个值得关

注的趋势。 

（3）数学规划与信息科学的交叉  二十一世纪是信息技术的时代，信息技术的发展不

但事关国民经济和国防安全，也改变了我们每个人的生活方式。近年来，数学规划的许多理

论和方法在信息科学中得到了应用。如芯片设计中组合优化问题，稀疏优化在信号处理和压

缩感知中的应用，张量优化在医疗诊断信息技术中的应用等。 

（4）数学规划与数据和统计科学的交叉 海量数据是信息化时代数据的特征，最优化

与数据挖掘的交叉是近年来的一个研究趋势，利用基于最优化的分类聚类、关联、预测和模

式从海量数据中提取潜在有用知识的数据，形成智能数据挖掘技术。另一方面，统计科学与

最优化技术的结合和交叉也是未来的一个研究趋势，基于最优化理论的统计学习和主成份分

析技术也引人关注。统计方法反过来也能帮助建立更好的数学规划模型。 

（5）数学规划与管理科学的交叉 管理科学中的许多重要问题都与最优化有直接或间

接的关系。随着全球经济的一体化进程，物流与供应链管理、库存管理、收益管理等管理科

学问题中出现了新的优化问题。与交通运输规划相关的数学规划问题一直是数学规划研究的

重要领域，在数据信息化和互联网时代，交通和运输规划中的复杂优化问题具有大规模、大
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数据、实时在线等特点，给数学规划带来了新的机遇和挑战。 

（6） 数学规划与金融的交叉 最优化方法是数量金融中的一个有力工具，特别是风险

管理和投资组合管理一直与数学规划方法密切相关。2008 年以来的全球金融危机更使人们

认识到风险管理的重要性。随着金融市场化的进程，国内金融市场对风险管理的需求越来越

大。基于新的风险度量的风险管理和投资组合优化模型是近年来的一个研究热点，由于金融

数据的特殊性，对收益的预测往往误差较大，所以结合统计方法建立更合理和稳健的优化模

型是金融优化的一个研究趋势。 

    （7）数学规划应用 近二十年来，我国数学规划研究在理论和算法方面取得了令人瞩目

的成果，但数学规划的应用一直是我国数学规划发展中的薄弱环节。数学规划应用研究在美

国、英国和德国等工业发达国家有悠久的传统，利用数学规划方法解决通信网络、交通、城

市规划、化工合成、钢铁冶金、遥感与油气资源勘探、图像处理、医院管理和水资源管理

等方面已有许多成功的案例。随着我国经济社会的发展，数学规划在工业、管理、医疗和金

融等领域的应用大有可为。2002 年，中国运筹学会设立了“运筹学应用奖”，历年获奖的

项目中就有许多与数学规划有关。数学规划应用研究是未来的一个发展趋势，将越来越受到

人们的重视。 

 

四、 数学规划主要研究方向 

（一） 线性与非线性规划 

1．研究领域概述 

线性规划旨在线性约束条件下求线性目标函数的最小值。它是运筹学中研究较早、发展、 
较快、应用广泛、方法较为成熟的一个重要分支，广泛应用于军事作战、经济分析、经营管

理和工程技术等各个方面。其想法可以溯源到傅立叶 1832 年的工作，康托洛维奇 1939 年

正式提出线性规划问题，丹齐格 1947 年提出了线性规划的一般数学模型和求解线性规划问

题的通用方法──单纯形法，为这门学科奠定了基础。冯诺依曼 1947 年提出对偶理论，开

创了线性规划许多新的研究领域，并扩大了它的应用范围和解题能力。科普曼斯 1951 年将

线性规划应用到经济领域，为此与康托洛维奇一起获 1975 年诺贝尔经济学奖。1950 年代

后对线性规划进行大量的理论研究，并涌现出一大批新的算法。卡奇杨 1979 年第一次提出

了求解线性规划的基于椭球算法的多项式时间算法，卡玛卡 1984 年提出了被称为内点法的

新的多项式时间算法。现已形成线性规划多项式算法理论。线性规划的研究直接推动了其他

数学规划问题包括整数规划、随机规划和非线性规划的算法研究。由于计算机的发展，出现

了许多线性规划软件，如 MPSX，OPHEIE，UMPIRE，CPLEX，XPRESS，GUROBI 等，

可以很方便地求解几万个变量的线性规划问题。 

非线性规划研究多元实函数在一组等式或不等式的约束条件下的极值问题，且目标

函数和约束条件至少有一个是未知量的非线性函数。根据问题特点和对解的要求，它又

可以分为无约束优化、约束优化、凸规划、二次规划、非光滑优化、全局优化、几何规

划、分式规划、稀疏优化等研究方向。它是 1950 年代开始形成的一门学科。1951 年库

恩和塔克发表的关于最优性条件的论文是非线性规划正式诞生的一个重要标志。在 50 年

代还得出了可分离规划和二次规划的几种解法，它们大都是基于丹齐格提出的解线性规

划的单纯形法。50 年代末到 60 年代末出现了以拟牛顿方法、罚函数方法等为首的许多

解非线性规划问题的有效的算法，70 年代又得到进一步的发展，包括增广拉格朗日乘子

法和逐次二次规划算法。非线性规划在工程、管理、经济、科研、军事等方面也同时得

到广泛的应用，为最优设计提供了有力的工具。20 世纪 80 年代以来，在信赖域法、内

点法、无导数方法、稀疏优化、交替方向法等诸多方向取得了丰硕的成果。目前主要的

非线性规划软件和测试环境有 CUTEr、IPOPT、LINGO、MOSEK、NLPQLP、EASY-F
IT、CVX 等。 
    全局优化是非线性规划的一个重要分支，主要研究求解非凸优化问题的全局最优或近似

全局最优解。由于非凸优化问题可能存在多个不同的局部最优点，基于导数信息的KKT最优

性条件不再适用于刻画非凸问题的全局最优性，从而经典的局部优化方法不能保证收敛到全
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局最优解。全局优化较系统的研究始于上世纪70年代，狄克逊等编辑的关于全局优化的书综

述了全局优化的最近进展，为后来全局优化的深入研究起到了促进作用。图伊和霍斯特是早

期全局优化研究的先驱者，他们在凹规划和DC规划的系统研究成果使全局优化开始形成一个

真正的学科。由帕德罗斯在90年代初创立的《Journal of Global Optimization》在全局优化的

发展中起到了重要的作用，全局优化作为非线性规划的一个分支开始受到广泛的关注，越来

越多的学者开始从事该领域的研究，特别是对一些具有特殊结构的非凸优化问题的研究取得

了许多突破性的成果。基于分支-定界的全局优化通用软件BARON的发展和其在优化建模系统

GAMS和AIMMS中的嵌入应用使学术界和工业界可以方便地求解一定规模的非凸问题的全局

解。 

大规模优化问题往往具有其自身的结构和特点。一个可能的重要特征是它们的解往往

具有某种稀疏性，这使得近年来稀疏优化发展非常迅速

[1,2,3]
。另一个的重要特征是，固定部

分变量后对于剩余变量具有显式解或者易于求解，这促进了交替方向法的迅速发展。交替方

向法是求最直接简单的坐标轮换法的推广，第一次被严格数学刻画是格罗温斯基 1975 年将

交替方向法的基本思想引入了数值求解偏微分方程的能量泛函极小化问题。这个方法一般被

称为“乘子交替方向法”或者“增广拉格朗日交替方向法”，现在也被直接简称为“交替方

向法”。但格罗温斯基的交替方向法缺乏收敛性保证。加贝和默西尔 1976 年证明了在目标函

数是凸的、两块可分离，两块做交替的交替方向法是收敛的。这是数十年来关于交替方向法

最好的结果。交替方向法作为一种优化方法在数值偏微分方程和其它工程领域广泛应用，但

是被优化界认可，还得归功于它在压缩感知上的成功应用，特别是它的等价形式分裂布雷格

曼方法更是在图像、通讯领域广为应用。  
2．国内外研究现状分析 

 
线性规划已有算法的步数均与问题的数据输入字长有关。至于是否存在计算步数与问题

数据输入字长无关，而只与问题维数和约束个数有关的多项式时间算法是目前线性规划研究

领域最基础的问题。论文

[4]
首次提出一个求解组合线性规划的强多项式时间方法，论文

[5]
基

于分层最小二乘的思想，提出了步数只与问题维数、约束个数及约束矩阵有关的多项式时间

原始对偶内点算法。论文

[6]
对于一类特殊的马尔可夫决策问题证明了使用丹齐格 1947 年的

最小简约价格转轴规则的单纯形法具有强多项式计算复杂性。最近，论文

[7]
对于具有零一解

的一类线性规划问题给出了强多项式算法，并且可以用作为一般线性规划问题构造多项式算

法的基础。 
在非线性无约束优化方面，一些基础的优化方法一直得到关注的同时，以尼德－梅尔德

单纯形方法和鲍威尔共轭方向法为代表的经典无导数方法，在工业界得到广泛使用，吸引了

许多著名学者的注意

[8]
。这些新的无导数方法目前对于无约束优化和界约束优化问题取得成

功，如何推广到一般的非线性规划仍然需要很多的研究。 
罚函数在发展约束最优化方法过程中一直扮演着十分重要的角色。许多经典的约束最优

化方法或是通过直接求一系列罚函数的（近似）最优解来逼近原问题的解，或是以罚函数作

为效益函数，并通过迫使罚函数下降来实现算法的全局收敛。但这种状况在弗莱彻和勒费耶

2002 年提出滤子方法以后发生了变化。论文

[9]
提出和发展了各种求解非线性约束最优化问题

的有效的滤子方法及其相关的全局收敛性理论，一些滤子方法也被证明具有局部快速收敛性

质。最近，论文

[10]
提出和发展了一个求解等式约束最优化的不使用罚函数或滤子技术的信

赖域逐步二次规划方法及其全局收敛性理论，数值测试表明该方法对求解标准测试问题集中

的问题非常有效。论文

[11]
提出和发展了一个求解等式约束最优化的不使用罚函数或滤子技

术的使用线搜索的逐步二次规划方法及其全局和局部收敛性理论，且该方法与内点方法结合

可推广来求解带有不等式约束最优化问题。内点方法是求解非线性不等式约束最优化的另一

种有效的方法。论文

[10]
提出了求解非凸约束最优化的原始对偶内点方法并在没有约束正则

性假设下给出了算法的全局和局部收敛性分析。 
约束最优化基本理论是在约束正则性假设下建立的。约束正则性影响拉格朗日乘子的存

在性和有界性，因此在算法设计和收敛性分析中起着举足轻重的作用。论文

[12]
考虑了弱约

束正则性条件下的增广拉格朗日方法，论文

[13]
提出了弱约束正则性条件下的算法终止条件
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并考虑了相应的算法和收敛性。论文

[14]
提出并研究了不可行意义下逐步二次规划算法的超

线性收敛性。 
  全局优化问题的困难在于问题的非凸性使 KKT－条件一般不足以保证全局最优性，

从而无法利用局部优化算法寻找全局最优点。全局算法需要函数和问题的全局性质，但我们

的数学理论很难或无法刻画一般多元函数的全局性质，这是全局优化问题的本质困难所在。

目前，全局优化问题的研究方向可大体分为对具有一般特性非凸优化问题的研究和对具有特

殊结构的非凸优化的研究。基于剖分区域和凸松弛的分支-定界算法是求解全局优化问题的

基本算法框架。一般认为，如不利用问题的特殊全局性质，分支-定界算法在合理时间内能

求解的问题规模不大，只有充分利用问题的特殊结构和信息，才有可能设计有效的全局优化

算法或快速的近似算法。 
凹函数在多面体上求最小的问题称为凹规划，由于凹函数在多面体上的最小值必在顶

点达到，故可利用顶点枚举或部分枚举的算法策略来设计算法。DC函数是指可以写成两个

凸函数之差的函数，DC规划主要研究含DC函数的非凸优化问题的全局最优解。目前在线性

约束DC优化问题和反凸规划等特殊形式的DC规划研究上有一定的进展，相应的算法有基于

单纯形剖分的分支-定界算法等，但都只能求解很小规模的问题。如果问题没有特殊的性质

和结构可利用，随机算法不失为一种选择，这方面的研究有基于各种投点策略的随机投点算

法，积分水平集方法的实现也依赖于随机投点。近年来利用模拟仿真技术提出的全局优化算

法具有较好的随机收敛性质，对基于试验的工业设计有很好的应用前景。当然，基于神经网

络和遗传算法思想的随机全局优化算法在工程中也有一些应用。非凸二次规划是形式上最简

单的全局优化问题，具有广泛的应用背景，也是目前被研究得最多的具有特殊结构的非凸优

化问题。几类特殊的非凸二次规划是：箱子约束非凸二次规划，标准二次规划，二次指派问

题和非凸二次约束二次规划。非凸二次规划的研究重点是构造有效的凸松弛，利用凸松弛我

们可以进一步发展有效的分支-定界算法和近似算法。非凸二次规划的半定规划松弛或二阶

锥规划松弛是近年来的一个广受关注的研究课题，由于半定规划和二阶锥规划具有多项式时

间算法，故可有效地得到问题的下界并可利用随机化算法得到可行解。 
论文

[15,16]
在推广交替方向法作出了重要的贡献。随着研究的深入，人们发现交替方向法

不但可以应用在压缩传感，在矩阵完整化、影像处理、统计学中的协方差阵估计等中都有很

好的应用，但在那些问题中，往往需要更高块数的交替方向，但是交替方向算法的收敛性在

多块情况是没有保证的。因此人们开始关心这个方法的收敛性。在交替方向法的收敛性上，

论文

[17-20]
通过变分不等式的角度提出了一些修正的交替方向算法，那些算法在对目标函数的

凸性和可分性的要求下，任意块交替的收敛性和复杂度都是有保证的，这是在交替方向算法

的研究中到目前为止最令人振奋的结果。然而修正的交替方向算法的数值表现往往不如原汁

原味的交替方向算法。所以对原版的交替方向算法的收敛性研究还吸引了大多数研究者的兴

趣。但现在的结果往往要求一些非常严苛和并不合理的条件。交替方向算法另一个有趣的研

究目标是估计它的线性收敛速度。论文

[21]
通过局部误差界函数的估计，给出了一系列结果，

几乎可以涵盖交替方向算法的所有已有的收敛性和收敛速度结果。  
国内研究队伍现状 线性规划方面，中科院系统所和计算数学所上个世纪八、九十年代

内点法方面有大量的研究工作，潘平奇课题组则多年来一直致力于线性规划单纯形法的转轴

规则的研究，这对于提高单纯形法的效率有很大的影响。在非线性无约束优化算法和理论方

面，中科院计算数学所在信赖域法、拟牛顿法、共轭梯度法、最速下降法等方面有基础性的

研究工作，例如提出并解决了求解信赖域子问题的截断共轭梯度法的“1/2 猜想”；给出了

BFGS 方法不收敛的完美例子，其中单位步长正好是凸线搜索函数的唯一极小点；通过将自

调节无记忆拟牛顿法作投影，得到一个新的共轭梯度格式。湖南大学、华南理工大学、广西

大学等也在非线性方程组的线搜索设计方面、拟牛顿方程的改善及相关算法、共轭梯度法等

方面有较多的研究工作。在非线性约束优化算法和理论研究方面做了大量的研究工作。论文[22-23,11]
主要研究了没有约束正则性假设下的逐步二次规划方法和内点方法的设计及其全局

和局部收敛性理论。孙文瑜等研究并提出了新的非线性约束最优化的滤子方法，濮定国等研

究并提出了新的非线性约束最优化的滤子方法和不使用罚函数或滤子技术的方法，朱德通等

研究了求解凸约束最优化的仿射调节内点方法。袁亚湘等研究了使用增广拉格朗日函数作为

效益函数的逐步二次规划方法。 
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3．研究发展趋势与关键科学问题 

   从整体来看，线性规划与非线性规划的研究呈现出以下特点：(1) 自适应技术和非单调

策略在算法中越来越多的被使用；(2) 在现有算法的基础上，结合启发式算法与随机策略用

于求解大规模、复杂优化问题的全局解；(3) 设计算法，在较为合理的时间内求得一个不必

十分精确但较为满意的解；(4) 根据具体问题的实际特点展开理论和算法研究。下面列举一

些关键科学问题：  
（1）寻求对于一般线性规划问题或某些特殊线性规划问题的强多项式算法。 
（2）求解大规模线性规划问题的一阶算法。这时，最优解的精度往往也不需很高。 
（3）DFP 方法的收敛性质。DFP 方法是第一个拟牛顿法，大大地推动了非线性优化的

发展。然而，采取沃尔夫非精确搜索的 DFP 方法对一致凸函数是否收敛，仍然并不清楚。  
（4）锥规划问题的出现对非线性规划算法和理论提出了新的挑战。目前锥规划的研究

主要集中在凸最优化的研究方面，而且其算法和收敛性理论依赖于不易检验的斯莱特约束规

范条件。进一步研究更加有效的在弱约束正则性条件下或没有约束正则性假设下的非线性规

划算法及其全局收敛性和局部快速收敛性理论，将是未来约束最优化研究的一个重要发展方

向。 
（5）不可行意义下非线性约束最优化算法设计及其超线性收敛性也是未来约束最优化

研究的一个重要发展方向。 
（6）大规模非线性约束最优化问题的数值技术是未来约束最优化研究的另一个重要发

展方向，如有限存储的约束最优化算法、子问题非精确求解的约束最优化算法。 
（7）凸逼近和凸松弛方法。利用凸优化领域发展的成熟方法进行松弛和逼近是全局优

化的一种自然也是有效的算法策略。线性逼近、凸二次逼近、二阶锥规划逼近和半定规划逼

近都是可用的逼近方法。如何发展更有效的凸逼近方法是一个值得研究的课题。 
（8）非凸二次规划。这可能在很长一段时间的一个重点研究方向，其原因是二次问题

是有丰富全局性质，我们可以利用矩阵分解信息，特征值性质和二次规划与协正矩阵锥的关

系来建立非凸二次规划的全局最优性条件或性质，进而设计更有效的精确和近似算法。 
（9）基于模拟仿真技术的全局优化算法。对于没有特殊信息和结构的全局优化问题，

基于模拟仿真技术的算法思想可能是有希望的，特别是对低维问题，具有学习特性的模拟仿

真随机方法往往简单实用，也能证明随机收敛性。 
（10）特殊结构的全局优化问题。具有特殊结构，尤其是有一定全局性质可以利用的问

题将是一个有希望的研究方向，如分式规划、多项式规划、二次指派问题、可分离规划等。

另外，利用现代数学关于函数全局性质的最新成果，如代数几何和多项式代数理论等，也是

一个值得注意的研究方向。   
（11）当目标函数或约束函数是非凸不可分离的情形，如何设计交替方向法，并研究算

法的收敛性质。  
 

（二） 锥优化和鲁棒优化 

1. 研究领域概述 

（1）对称锥 最近十多年, 对称锥优化问题已经成为一个相当活跃和热门的研究领域, 

吸引了一大批科学研究工作者,其中包括凸规划、线性代数、数值优化、组合优化、控制论、

不确定优化、鲁棒优化、博弈与均衡理论以及统计方向的许多专家。究其原因，是因为人们

发现对称锥优化在这些领域有着极其广泛和重要的应用。经典的线性及非线性规划问题，半

定规划问题，以及二阶锥优化问题, 都可以统一在对称锥优化问题的框架下。甚至某些补问

题与变分不等式问题的最优性条件也是通过求解对称锥优化问题得到的。 特别是近些年来, 

对称锥优化问题被广泛应用在经济、管理、交通、工程设计、通信、控制等实际部门, 许多

国际优化界的著名专家和学者也从不同角度致力于对称锥优化问题的研究。2006年8月, 论

文

[24]

在世界数学家大会上的大会报告专门介绍了对线性对称锥优化这一类较一般的线性锥

优化问题的理论,算法和应用,这标致着对称锥优化已经得到国际数学界的广泛关注。 
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（2） 矩阵锥 陶哲轩等人在2006年提出的压缩传感理论而引发的低秩矩阵问题，其理论

与算法研究是当今优化领域与信息科学领域共同关心的热点研究课题。向量的 1l 范数对应着

矩阵的核范数，含有矩阵核范数的以矩阵为变量的优化问题是典型的矩阵锥优化问题。矩阵

锥的定义和理论由孙德锋等提出，在解决矩阵低秩优化问题，矩阵完整问题等已显现出优势。 

（3）鲁棒优化 考虑带有不确定性的问题:  

P(u)   min {f(x,u): x  (u)} 
其中x为决策变量，u为不确定的参数。实际计算时，往往会计算某一特定值u0所定义的问题

P(u0)的解，但很多的情况是，u0发生一微小的扰动导致扰动后问题P(u)的解和问题P(u0)相差

非常巨大。为克服这一缺点，给定不确定集合U，把问题构建成鲁棒优化模型： 
min max{ ( , ) : }
s.t. ( ), .

f x u u U
x u u U


    

这一鲁棒模型可以很好地解决模型P(u)不稳定的问题。这一思想在上世纪70年代就被提出，

上世纪80年代末由于系列工作

[25]
的发表，学者们开始关注鲁棒优化这一研究方向，取得丰

硕的成果。很多学者对鲁棒优化的建模思想心存疑虑，认为鲁棒优化的解过于保守，基于这

样的认识，最近很多学者开始研究分布鲁棒优化问题。分布鲁棒优化的思想甚至更早，第一

篇这一方面的论文是斯卡夫于1958发表的关于报童问题的工作。设u是随机变量，它的分布

是F，在假设已知F的部分信息，比如关于一阶矩，二阶矩等信息，即F的属于某一集合。

比如， (u)＝{x: g(x,u)  0}，则分布鲁棒优化的模型定义 
                          min max{E [ ( , )] : }

s.t. max{E [ ( , )] : } 0.
F
F

f x u F
g x u F


   

 
2．国内外研究现状分析 

（1）一般锥优化 基于欧式若当代数, 学者们提出了求解线性对称锥优化问题的内点法, 

并证明了其多项式复杂性。并用牛顿法求解松弛后的线性对称锥优化问题的 KKT－系统, 证

明各种不同的原始对偶内点法的收敛速度均具有多项式复杂性。关于和互补问题相关的 P-

性质，Z-性质的研究也是一个热点问题，因为这些性质和对称锥补问题的光滑化方法与牛顿

型方法密切相关，当然也和补函数的性质相关。在对称锥的变分分析方面，孙德锋和孙捷研

究了勒夫纳算子算子可微、半光滑性质。北京交通大学团队给出了欧氏若当代数中的勒夫纳

算子与投影算子广义雅可比的表达式，这一结果对对称锥优化算法的研究起着重要的作用。

在对称锥优化的扰动分析方面的进展也是可喜的，大连理工大学团队与孙德锋合作详细研究

了非线性对称锥优化问题的扰动分析。清华大学团队对线性锥优化问题进行了系统的研究，

在非负二次函数锥方面取得了系列成果。 

（2） 二阶锥规划  线性二阶锥优化的内点方法已经非常成熟，有效的数值软件也被大

家广泛使用。非线性二阶锥优化的增广拉格朗日方法的理论分析也已经非常完善。非线性二

阶锥优化的扰动分析也非常完善。近几年这一方向上的重要工作包括以下三项：论文

[26]

研究

了非线性二阶锥规划问题的一阶及二阶最优性条件,并从二阶最优性条件的角度描述了强正

则性,从而为发展非线性二阶锥规划问题的算法提供了理论基础。论文

[27]

给出了二阶锥投影

算子同源的计算公式，并将其用于研究二阶锥互补约束下的最优性条件。论文

[28]

证明了二阶

锥优化 KKT－系统的强正则性与奥宾性质的等价性。 

（3）半定规划 线性半定优化的内点方法已经非常成熟，数值软件也被大家广泛使用，

可以求解维数小于 500 的问题。除了关于内点算法的工作，以下几项工作尤为重要：论文

29]

完善了对称半正定矩阵锥的变分分析。包括勒夫纳算子的微分学和非光滑分析。尤其刻画了

到对称半正定矩阵锥的 B-次微分，次微分。论文

[30]

完成了非线性 SDP 问题的稳定性分析，

他首次证明了 KKT 系统的强正则性与一半光滑映射在 KKT对处的次微分的非奇异性是等价

的，为发展非线性二阶锥规划问题的算法提供了理论基础。论文

[31]

研究了线性半定规划问题

的扰动分析，得到对偶问题的约束非退化条件等价于原始问题的强二阶充分条件这一漂亮的

结果。论文

[32]

用牛顿方法解决了协方差阵逼近问题，软件被商业界广发使用。论文

[33]

给出

了严格互补条件不成立时增广拉格朗日方法的收敛速度的分析。针对线性半定规划算法不能

解决大规模问题这一缺点，论文

[34]

提出了牛顿-共轭方法，可以求解大规模问题。 
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（4） 矩阵锥优化 论文

[35]

提出解决并对称矩阵的秩约束优化的方法。孙德锋给出矩阵

锥优化的定义，论文

[36]

给出了矩阵锥的变分分析。作者建立了非对称矩阵的勒夫纳算子的微

分学和非光滑分析学，并讨论了k 范数引导的线性矩阵优化的扰动分析。 

（5） 鲁棒优化 专著

[25]

对鲁棒优化的进展给出详尽的叙述。论文

[37,38]

对各种组合优化问

题，二阶段问题，机会约束优化问题的进的分布鲁棒优化模型进行了研究，把它们转化为可

处理的锥优化模型求解。香港中文大学的学者使用对偶理论，S-引理，概率不等式等工具，

对矩阵分布鲁棒约束优化问题进行深入研究。 

国内研究团队现状 北京交通大学应用数学系的团队在对称锥的变分分析，对称锥互补

问题的光滑牛顿法，以及与压缩感知，统计优化相联系的矩阵优化方面突出。清华大学数学

系团队在共正锥和非负二次函数锥方向的研究方面突出。大连理工大学数学科学学院团队在

非凸锥优化的增广拉格朗日方法，二阶锥均衡约束数学规划，半正定均衡约束数学规划，锥

优化逆问题，矩阵锥变分分析，随机优化方面擅长。上海大学数学系团队在对称锥内点方法，

二阶锥内点方法及其应用方面突出。天津大学数学系团队在对称锥补问题的光滑化方法与张

量优化的研究方面突出。 

 

3．研究发展趋势 

 

对称锥的研究已经处于停顿状态，因为除了大家熟悉的半正定矩阵锥和二阶锥等，找不

到合适的应用背景。但很多非对称锥有很重要的实际背景，得到学者们的重视。线性半定规

划的可以有效求解大规模问题的算法和软件依然是一个重要的问题。非线性半定规划方法的

序列二次规划方法的研究没有新的结果。在理论上，非线性半定规划的 KKT－系统的强正则

性是否与奥宾性质等价是一个难题。矩阵锥优化的研究刚刚开始，尤其各种来自研所感知，

统计分析的具有重要意义的矩阵优化问题的有效方法的研究是值得关注的方向。共正锥优化

的研究引发了很多理论问题，目前有很多著名的优化专家在这一方向上工作。张量优化必然

是矩阵优化之后的研究领域，要有纯粹数学的积累才能在这一方向上有所突破，线性数值代

数的知识是远远不够的。分布鲁棒优化的研究国际上刚刚兴起，是一有前途的学术方向。 

 

（三） 变分不等式和互补问题、双层规划与均衡约束数学规划 

 

1. 研究领域概述 

变分不等式与互补问题是一类具有普遍意义的均衡优化模型；均衡约束数学规划是约束

中含有变分不等式或互补系统的约束优化问题；双层规划问题是一种约束中包含优化问题、

亦即具有上下两层结构的系统优化问题，其上层问题和下层问题都有各自的决策变量、约束

条件和目标函数。这几类问题密切相连，不仅为非线性约束优化、极大极小问题、非线性方

程组、微分方程等提供了一个统一的理论框架，而且在管理科学、经济学、博弈论、交通运

输、工程设计、最优控制等众多领域有着广泛的应用。 

互补问题的最早文献

[39]

出现在 1940 年，其中主要考察寻找线性不等式组的极小元，但

这一工作并没有引起人们的重视。互补问题真正成为一个受关注的问题，则起始于上个世纪

六十年代初“线性规划之父”丹齐格和他的学生科特尔的研究。1964 年论文

[40]

首次提出了

求解互补问题的非线性规划算法。变分不等式的系统研究起始于开创性工作

[41]

，其中使用变

分不等式作为一个解析工具来研究自由边界问题。虽然变分不等式与互补问题的来源不同，

但后来发现，变分不等式是互补问题的一个推广，而且它们在数学性质以及应用等方面有惊

人的相似之处，所以，它们经常在文献中成对出现。对变分不等式与互补问题的研究，一般

分为理论与算法两个方面，前者主要研究解的存在性、唯一性、稳定性与灵敏度分析、解集

的性质、误差界理论，以及它们与其他数学问题的联系等，后者则主要建立有效的求解方法

及其算法相应的理论与数值分析。 

双层规划模型可以追溯到斯坦克尔伯格于 1934 年提出的主从博弈问题

[42]

，而关于双层

规划的系统研究则始于 1970 年代的论文

[43]

。双层规划问题是非凸优化问题，即使最简单的

线性双层规划问题也已被证明是 NP-难问题。双层规划问题的另一个特点是，即使所涉及的

函数都是有界的连续函数，也不能保证原问题存在最优解。不难理解，与普通的单层数学规
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划问题相比，双层规划问题的求解要困难得多。尽管在过去的几十年中有关双层规划的研究

已经取得了很多重要的成果，但研究成果还主要集中于线性双层规划、凸双层规划等简单情

形。对于更一般的情形，无论是在最优性等理论方面，还是在数值解法方面，都还远未到成

熟的阶段，未来的路还很长。 

均衡约束数学规划与双层规划密切相关。事实上，不论是研究双层规划问题的最优性

条件，还是开发逼近算法，一般都需要把双层规划问题转化为单层的数学规划问题。目前最

为流行的即是通过把下层问题用其最优性条件来替换的研究途径，而这样得到的单层规划问

题就是均衡约束数学规划。当下层问题非凸时，按照上述途径得到的均衡约束数学规划与原

来的双层规划问题并不一定等价。从这种意义上理解，均衡约束数学规划是比双层规划应用

更为广泛的一类数学规划问题。均衡约束数学规划也是典型的非凸优化问题。从几何观点来

理解，它的可行域一般都是若干个“片”的并集，具有显著的组合特征。鉴于均衡约束数学

规划的广泛应用前景以及问题自身的极富挑战性，自上世纪八十年代后期，有关均衡约束数

学规划的研究即开始广受关注，参见专著

[44-45]

。经过多年来的发展，关于均衡约束数学规划

的近似算法已经日渐成熟，参见综述论文

[46]

。近年来，为进一步丰富均衡约束数学规划理论，

人们更多的开始关注均衡约束数学规划的高阶最优性、稳定性及灵敏度分析等理论课题以及

像随机均衡约束数学规划这样更为一般化的问题。 

 

2．国内外研究现状 

经过五十余年的发展，变分不等式与互补问题得到了长足的发展，一些新的方向不断

出现。双层规划与均衡约束数学规划虽然密切相关，但各有特点，研究的手法也大不相同。

双层规划由于结构上的复杂性，讨论起来要复杂得多。均衡约束数学规划则既富有挑战性，

相对而言也比较容易处理，目前在理论及算法方面都已经发展得相对成熟。 

（1）变分不等式与互补问题 线性互补问题的研究已经获得了丰硕的成果，上世纪九十

年代初的专著

[47]

极大地推动了线性互补问题的普及与发展。对于变分不等式与非线性互补问

题，综述

[48]

和专著

[49,50]

对当时已获得的成果给出了很好的总结，极大地推动了变分不等式与

互补问题这一领域的发展。线性互补问题的理论研究密切相关于所涉及矩阵的性质，不同类

型矩阵的性质是线性互补问题理论研究的基石，主要的矩阵类包括半正定矩阵、正定矩阵、

P(P0)矩阵、Q(Q0)矩阵、充分矩阵、Z-矩阵等。借助于矩阵性质的分析，建立了线性互补问

题的理论，包括解的存在性、唯一性、解集的凸性、误差界理论、极小元素解的存在性等。

另外，通过讨论线性互补问题与很多不同问题间的等价转化；一方面可为线性互补问题的理

论与算法研究提供途径，另一方面也可将线性互补问题在理论与算法方面的研究成果应用于

其他问题。变分不等式与非线性互补问题的理论研究主要包括解的存在性、唯一性；解集的

非空有界性、联通性、灵敏度分析与稳定性分析；误差界理论；极小模解；极小元素解等， 

1984 年论文

[52]

首次提出了连续映射的例外序列的概念，并用以研究互补问题解的存在性。

上世纪九十年代后期起，通过利用拓扑度作为工具很多学者对连续映射提出了更广泛的例外

簇概念并应用于研究变分不等式与互补问题解的存在性与解集的有界性等，得到了很多新的

理论结果。线性互补问题的算法研究成果丰富，已趋向于成熟。目前较流行的方法包括内点

算法、重构算法等迭代算法。上个世纪八十年代，内点算法被成功地用于线性互补问题，不

但获得理论上的多项式复杂性，而且得到了很好的数值计算结果。到九十年代初，线性互补

问题被成功地重构成一个方程组，并且基于此，提出了非内部连续化算法、光滑牛顿算法、

广义牛顿法等重构算法，这类算法具有快速收敛性质，数值计算结果好且实施方便。变分不

等式与非线性互补问题的算法研究一直是这一领域备受关注的核心内容。主要的算法包括投

影法、邻近点算法、交替方向法、增广拉格朗日法、内点算法、重构算法等。投影法是求解

互补问题的一类基本而重要的计算方法，它源于求解凸约束优化问题的投影梯度法。各种投

影法被成功的应用于求解变分不等式问题，成为求解变分不等式的主要方法之一。 

上个世纪九十年代，二阶锥规划和半定规划成为国际优化领域的主要研究热点之一；

半定规划被誉为“二十一世纪的线性规划”。相应地，二阶锥互补问题和半定互补问题成为

变分不等式与互补问题领域的研究热点。很多有效的算法被提出，其中主要流行的算法包括

内点算法和重构算法。一些方法已被延伸到求解非线性二阶锥互补问题和非线性半定互补问

题，如 2003 年论文

[53]

中提出了求解非线性半定互补问题的非内部连续化算法并建立了算法
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的收敛性理论。目前，对于二阶锥互补问题和线性半定互补问题的研究已有较丰硕的成果；

人们正在致力于非线性二阶锥互补问题和非线性半定互补问题的研究。 

对称锥线性规划包含二阶锥规划和半定规划作为重要特例；对称锥互补问题包含二阶

锥互补问题和半定互补问题作为重要特例，它们为很多问题提供了统一的框架。上个世纪九

十年代末，论文

[54]

提出了求解对称锥线性规划的内点算法，使得这一领域成为研究热点。论

文

[55]

建立了对称锥互补问题的某些理论结果；论文

[56]

提出了求解对称锥互补问题的内点算

法。最近的论文

[57,58]

提出了求解对称锥互补问题的光滑型算法。 

近年来，求解各种优化问题的一阶方法由于解决重要实际问题的需要而倍受青睐。一

方面，求解优化问题算法的发展引起了求解变分不等式算法的系统深入研究，另一方面，求

解变分不等式算法的深入研究可用于解决很多实际问题。论文

[59]

对求解变分不等式的收缩算

法提出了统一的框架，与经典算法相结合提出了多个有效的算法，并用于解决实际的优化问

题。 

大多研究中考虑所涉及参数是确定的问题；然而在实际问题的建模中所涉及的参数往

往难以精确得到。随机变分不等式与随机互补问题的研究起始于上个世纪九十年代

[60]

。2005

年论文

[61]

提出了一个新随机互补问题的重构模型；论文

[62]

中提出了一个新随机变分不等式

的重构模型，并探讨了新模型的理论与算法。有关随机变分不等式与随机互补问题的最新进

展见综述

[63]

。 

（2）双层规划 关于双层规划的早期研究主要集中在像线性双层规划、凸二次双层规

划等一些具有较好性质的问题。由于双层规划为非凸优化问题，因此有必要研究双层规划的

最优性条件。为此，需要首先将双层规划转化为单层的数学规划问题，通常有两种转化方式：

1）利用下层问题的 KKT-条件，即将双层规划问题转化为均衡约束数学规划来处理。这种方

式的缺陷是一般只适用于下层问题是凸规划，并且满足一定约束规范的情形。2）利用下层

问题的最优值函数。这种方式得到的单层规划问题虽然与原问题等价，但由于最优值函数为

非光滑函数，因此该单层规划是非光滑优化问题，而且不满足非光滑 MFCQ，一般需要更抽

象的平稳性条件来代替。论文

[64]

将以上两种转化方式结合起来，并在更弱的条件给出了双层

规划问题的一阶最优性条件。对于一些具有特殊结构的双层规划问题，算法方面的研究相对

比较成熟。对于一般的双层规划问题，目前的求解方法主要包括：利用下层问题的 KKT 条件

将双层规划转化为 MPEC，直接搜索法，利用下层问题的最优值函数和其它还包括罚函数法、

信赖域法、遗传算法等

[65-69]

。 

（3）均衡约束数学规划 尽管关于均衡约束数学规划的研究历史并不太长，但相关的

理论和算法都已经相当完备。值得一提的是，绝大多数有关均衡约束数学规划的论文都是针

对互补约束数学规划问题进行讨论，这一方面是因为互补约束相对容易处理，另一方面则是

因为变分不等式约束在适当条件下可以转化为互补约束。均衡约束数学规划为非凸优化问

题。然而，由于均衡约束数学规划在其任意可行解处均不满足通常的约束规范条件，常用的

KKT 条件并不适用于均衡约束数学规划。有鉴于此，人们从不同的角度出发，对均衡约束数

学规划的一阶最优性条件进行了广泛的研究，常见的包括论文

[70]

中提出的克拉克稳定性条

件、强稳定性条件等以及论文

[71]

中提出的稳定性条件。其中后者的稳定性条件最为理想，但

由于形式抽象，一般难于求解；相比较而言，强稳定性条件与该稳定性条件一直以来都受到

更多的关注。人们进一步还对均衡约束数学规划的二阶最优性条件以及相关的约束规范条件

进行了讨论。这些最优性成果为进一步开发各种数值算法以及进行相应的收敛性分析提供了

可靠的理论基础。论文

[72]

讨论了含参均衡约束数学规划问题，将之视为带几何约束的含参优

化问题来考虑，并在适当条件下给出了局部最优解映射以及稳定点映射均为非空值且关于扰

动参数连续等稳定性结果。求解均衡约束数学规划的多种途径主要包括：1）松弛与光滑化

途径，即对互补约束引入松弛或光滑化参数，进而得到原问题的近似问题。2）罚函数途径。

3）隐式规划途径，仅适用于互补约束存在隐式解的情形。4）识别积极集途径，即利用松弛

或光滑化近似问题以及某种积极集识别技术，逐步把目标点处的积极指标识别出来。5）转

化为约束方程组途径。目前流行的 MPEC 稳定性条件都是含有未知指标集的不确定系统，无

法直接求解。最近，人们成功地将这些不确定系统转化为带有简单约束的方程组，并提出了

具有全局超线性收敛性的算法。6）其它还包括序列二次规划途径、非光滑途径等

[6-8]

。随机

均衡约束数学规划作为均衡约束数学规划的进一步发展，其随机型近年来开始受到关注。目

前随机均衡约束数学规划的主要模型有三个：下层观望模型，此时此刻模型，多选择混合模
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型。与确定性均衡约束数学规划相比，随机型中通常都包含数学期望，约束中则既有互补约

束，也可能包含随机约束。对于数学期望，最流行的处理方法是利用（拟）蒙特卡罗方法进

行近似逼近；对于互补约束，处理方法可参考前面有关确定性均衡约束数学规划的部分；而

对于随机约束，则需要具体问题具体分析，采取适当的策略来处理。特别值得一提的是，对

随机型的各种近似算法进行收敛性分析时要用到概率工具，收敛性结果往往也是概率收敛。

关于随机均衡约束数学规划的更为详细的介绍，参见综述论文[24]。 

（4）国内研究现状 南京大学研究组、中科院数学与系统科学研究院研究组是国内最

早从事这一领域研究并取得重要成果的研究组，南京大学研究组对变分不等式的多种算法进

行了系统深入的研究并对一些算法给出了统一的理论分析；中科院数学与系统科学研究院研

究组在利用例外簇研究对变分不等式与互补问题解的存在性、解集的有界性方面做出了一系

列国际公认的成果，他们也在求解变分不等式与互补问题的光滑型算法方面取得了很多优秀

成果。在变分不等式的算法研究方面，复旦大学、北京交通大学、南京师范大学、曲阜师范

大学等单位的研究组也得到了很多好的研究结果；在求解变分不等式与互补问题的光滑型算

法等重构算法方面，北京交通大学、天津大学、西安电子科技大学、福州大学等单位的研究

组也进行了深入的研究。在随机变分不等式与随机互补问题方面，大连理工大学/上海大学

研究组、北京交通大学研究组等进行了系列研究，得到了深刻的结果。在二阶锥互补问题和

半定互补问题的内点算法方面，上海大学研究组等取得了好的成果。在对称锥互补问题方面，

北京交通大学、天津大学的研究组提出了求解这类问题的光滑型算法并建立了算法的收敛性

理论；大连理工大学、北京交通大学等单位的研究组建立了这类问题的一些理论结果；上海

大学研究组等探讨了求解这类问题的内点算法。国内在变分不等式与互补问题的理论与算法

研究方面，已取得了很多国际水平的优秀成果，与国际先进水平相比，主要的不足在于开创

性、奠基性的工作较少。国内在变分不等式与互补问题的应用方面，缺乏较深入的应用研究，

与国际先进水平相比有较大差距。 

中科院应用所与系统所的研究组率先开始了双层规划相关研究。之后复旦大学/上海交

通大学研究组、武汉大学研究组、中国人民大学研究组、西安电子科技大学研究组、哈尔滨

理工大学研究组等相继加入，在双层规划的算法及其在管理科学、电力市场等领域的应用等

方面做出了很多出色的工作。国内在均衡约束数学规划方面的研究大致始于 2000 年前后，

当时国际上这一方向的研究正是热点，加之国内与国际间的交流也日益加强，复旦大学/上

海交通大学研究组、河北工业大学研究组、大连理工大学/上海大学研究组、中国人民大学

研究组等相继开展了相关研究，并陆续发表了一系列具有国际影响的重要成果。当然，不论

是双层规划还是均衡约束数学规划，国内的研究水平与国际先进水平之间相比还有不小的差

距。与数学规划的其他分支相比，从事双层规划与均衡约束数学规划研究的人员也偏少。 

 

3．研究发展趋势和关键科学问题 

（1）变分不等式与非线性互补问题 传统变分不等式与互补问题的理论与算法已经得

到了很好的研究，趋于完善。发展趋势之一是探讨更广模型的理论与算法，这些问题涵盖面

广，意义重大，但研究难度大，亟待人们去探索。另一个发展趋势是问题驱动的模型研究，

即具有重大应用背景的数学问题的理论与算法研究，以解决重要实际问题。未来研究方向和

关键问题包括：非线性二阶锥互补问题、非线性半定互补问题、对称锥互补问题等的理论与

算法研究，近年来得到了较快的发展，但远未完善，值得进一步探讨。另外，更广的锥互补

问题。压缩传感的思想是以少量的采样来获取高维的稀疏信息，由于很多实际问题的刻画具

有稀疏性特征，所以压缩传感的思想已被广泛地应用于解决很多重要的实际问题，其核心体

现在数学上就是找某个模型的稀疏解。很多实际问题可模型化为变分不等式与互补问题，因

此，探讨变分不等式与互补问题的稀疏解的理论与算法，具有重要意义。已有研究中主要考

虑所涉及参数是确定的问题；然而在实际问题的建模中所涉及的参数往往难以精确得到。根

据实际问题的需要，参数的不确定性可以通过不同的方式来刻画，不同的刻画导致不同的问

题模型。因此，探讨不确定信息下的变分不等式与互补问题的模型、理论、算法等具有重要

的理论意义和实际应用价值。 

（2）双层规划与均衡约束数学规划 随着时代的发展，双层规划与均衡约束数学规划

等复杂数学规划问题的应用将会越来越广泛，因此对这些问题的理论与算法等的需求也会越
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来越迫切。未来研究方向和关键问题包括：对于非凸优化问题，最优性理论是进行收敛性分

析的基础。目前关于双层规划的一阶最优性条件已经有了一些，但还没有和算法进行有机结

合，而高阶最优性条件还需要去研究。此外，关于含参双层规划问题的稳定性与灵敏度分析

也还没有人去进行较为系统的研究。理论研究之外，关于算法的研究应该是未来的主要目标。

当然，算法方面要一步到位也不现实，可以优先考虑某些具有特殊结构的问题。关于悲观双

层规划的研究是一个很有挑战性的课题。关于均衡约束数学规划的最优性理论已经相当丰

富，但与之相关的灵敏度分析以及其对偶理论等方面的成果还不多见，值得去研究。另外，

带均衡约束的广义纳什均衡问题、带二阶锥互补约束的最优化问题，以及带衡约束的均衡问

题等比均衡约束数学规划应用更为广泛的问题在近年来已经开始受到人们的关注。借助于均

衡约束数学规划方面所取得的成果，对上述广义的问题进行理论及算法的研究应该是前景可

期的。关于随机随机均衡约束数学规划的模型研究仍有待进一步完善，像带机会约束的随机

均衡约束数学规划、鲁棒均衡约束数学规划等，都可以找到相应的应用背景，非常值得进一

步研究。 

 

（四）多目标优化与向量优化 

 

1. 研究领域概述 

在工程技术、经济与管理、商业与金融、物流和网络等许多实践领域中，大量的问题需

要同时面对多个目标或多个准则做优化或决策。这类问题的数学模型是在一定约束条件下极

小化或极大化一个向量值目标函数，即多目标优化或向量优化问题。向量优化问题是通常的

数值优化问题或单目标优化问题的推广，向量优化问题的研究成果均适用于数值优化问题。

另一方面，与实数的大小关系不同，向量序关系通常不是完全的。因此，研究向量优化问题

的方法和技术与研究数值优化有许多不同；数值优化问题的解可能不唯一，但对应的最优值

只有一个，而向量优化问题的最优值一般都有多个，这为向量优化问题的研究带来了诸多理

论和方法技巧方面的困难。然而，现实中大量的实际问题需要面对多个目标做出选择和权衡，

这使得向量优化问题的研究成果具有更广泛的应用前景。因此，在理论、方法和应用上的深

入研究就非常必要和有意义。 

向量优化的研究依赖于数值优化、泛函空间理论、非线性分析、变分分析和集值分析等

数分支，它是一个处在深入发展阶段的多分支学科交叉的研究领域。其研究可追溯到 19 世

纪末帕累托的工作，帕累托有效点和帕累托有效解等向量优化理论中基本而标准的概念即源

于帕累托当时的工作。但向量优化作为一个学科分支却始于 20 世纪 50 年代论文

[73,74]

。自

上世纪 60年代以来，向量优化的理论研究有了长足发展，每个年代都有众多学者对其开展

广泛的研究，并在帕累托解的存在性、连通性、真有效性、对偶理论、标量化方法、向量变

分不等式、向量均衡问题以及稳定性等方面获得了丰富而深刻的成果。与理论研究相比较，

向量优化问题的算法研究明显滞后。向量序的不完全性以及解集和对应最优值集的复杂性使

得对简单的线性向量优化问题都没有有效的算法，甚至相对简单的两个目标的优化问题都是

NP-难的。 因此人们只能针对具体的实际问题依其特殊结构尝试设计对应的算法。过去几十

年，已出现许多就经济、物流、网络和风险投资等方面的具体问题的有效算法，目前算法方

面的研究已日趋活跃

[75]

。在我国以陈光亚、付万涛和胡毓达为首的几个研究团队在上个世纪

80 年代末 90 年代初率先开展了向量优化理论的研究，他们启动了中国的向量优化研究，

也培养了中国的第一批向量优化研究工作者。30 年来我国的向量优化研究取得了丰硕的成

果，这些创新性的成果在国际上也是举足轻重的。 

 

2.国内外研究现状分析 

    (1) 向量优化问题的解 正如库恩和塔克观察到的“一些有效点有反常性质”，为了消

除这样的反常性质，各种真有效性被引入，其中常用并被广泛研究的真有效性有：正真有效

性、哈特利真有效性、本森真有效性、赫尼格真有效性以及博温的超有效性等。其中论文

[76]

在赋范空间基于范数引进的超有效性因具备很好的稳定性而备受青睐。云南大学、南昌大学

和苏州大学研究团队以及国外多个学者就此做了一系列后续研究。近来，注意到闭凸集在某

一点的支撑泛函集合恰是该闭凸集在对应点的法锥，云南大学、重庆师范大学和香港理工大
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学研究团队使用变分几何方法通过法锥给出了赋范空间中闭集超有效点集的特征，将闭凸集

超有效点集特征定理推广到了非凸情形。合理的真有效性除了能消除反常的有效点外，还应

该保证对应的真有效点足够多。人们采用真有效点集在对应的有效点集中是否稠密来对之衡

量。这方面的开创工作

[74]

证明了欧氏空间中每个紧凸集关于自然序锥的正真有效点集在对应

的有效点集中稠密。随后，哈特利等人将自然序锥推广到更一般的闭凸锥，博温等人将此结

果推广到了无限维空间。由于向量序的不完备性导致大量的向量优化问题无精确解，加之构

造算法的需要，研究各种近似解成为向量优化解的研究的主要方向之一

[77,78]

。最近，古铁雷

斯等定义了向量优化问题近似解的概念，统一了以往诸多近似解的概念。奇考等人以改进集

为基础提出了向量优化问题的 E-有效解的概念，在一定程度上统一了有效解、弱有效解与

近似有效解的概念。重庆师范大学研究团队在此基础上进一步研究，提出了无限维空间中向

量优化问题的近似真有效解和统一的近似解的概念，研究了存在性、标量化特征和拉格朗日

乘子理论。同时，也利用改进集进一步研究了统一的真有效解。中科院系统所、四川大学、

重庆大学、香港理工大学、南昌大学、重庆师范大学和西华师范大学研究团队在向量优化问

题解的刻画方面做过许多研究，取得过不少好的成果。最近，四川大学研究团队刻画了阿达

马流形上向量优化问题与向量变分不等式的关系，证明了阿达马流形上向量优化问题解的存

在性新结果。 

(2) 逐段线性向量优化问题 由于许多函数能被逐段线性函数逼近，因此，在经济、工

程和管理等领域中，许多实际问题都通过逐段线性函数建立模型。逐段线性数值优化已被广

泛研究并建立了很好的理论。与此形成对照，逐段线性向量优化的理论和算法还相当有限。

在有限维和目标函数的凸性假设下，尼克尔等给出了一种求出逐段线性问题帕累托解集的方

法。近来，勒费耶等提出了解逐段线性问题的不同方法，并研究帕累托解集的几何性质。云

南大学研究团队与香港理工大学合作，系统地研究了逐段线性向量优化问题，并把阿罗等关

于线性向量优化问题弱帕累托解集的结构理论推广到无穷维空间上的一般逐段线性向量优

化问题。基于此证明了凸逐段线性向量优化问题有整体弱尖锐性质。之后杨晓琪等又建立了

逐段线性向量优化问题的帕累托解集的结构定理。在此基础上，云南大学研究团队在赋范空

间框架下研究了更一般的集值目标逐段线性向量优化问题，取得不少优秀成果。最近，四川

大学、西南交通大学和香港理工大学研究团队建立了关于半闭凸多面体的闵可夫斯基-外尔

型表示定理，证明了不连续分段线性多目标规划的解集是有限多个半闭多面体的并集，提出

了一种获得两个目标不连续分段线性多目标规划问题全部解的算法，并用于求解带交易费用

的两目标投资组合优化问题。 

(3) 向量优化问题解的最优性条件 向量优化问题解的最优性条件是基础性的课题，已

被系统地研究。论文

[81]

做了进一步深入的研究，建立了各种必要条件。随着非光滑分析、变

分分析和集值分析的发展，研究非光滑约束向量优化问题的必要和充分性条件成为非常活跃

和主要的研究领域。云南大学研究团队和香港中文大学利用变分几何方法，就目标是一般非

光滑集值映射的无约束向量优化问题使用对偶导数建立了帕累托解存在的费马准则。论文

[80]

使用极限法锥和对偶导数，在阿斯普伦德空间框架下深入地研究了有限个不等式和等式约束

下向量优化问题的近似解，并建立了这类约束问题近似解的拉格朗日乘子准则。他们研究这

类问题的变分分析方法被一系列后续研究采用。近来，人们开始注重目标函数和约束条件都

由集值映射确定的集值优化问题，科利采用切导数和相依导数得到了集值优化问题的弗里茨

约翰型必要以及充分最优性条件。在国内，中科院系统所、重庆大学、云南大学和香港中文

大学研究团队对此问题展开了进一步研究，取得了一定的进展。与此同时，帕累托有效点（解）

存在的充分性研究也取得了许多有价值的结果。其中有一部分工作是在近似锥-次似凸集值

映射条件下通过建立择一定理得到的。最近，重庆师范大学研究团队以推广近似锥-次似凸

集值映射为主要突破点，提出了新的广义凸函数。通过建立相应的择一定理研究了各种真有

效解和近似解的标量化最优性条件。 

(4) 向量优化的对偶理伦. 向量优化问题对偶理论是非常丰富的，它在最优化理论研

究的深入展开及算法的研究中都具有十分重要的作用。自论文

[82]

首次提出线性多目标规划的

对偶模型并证明其对偶定理以来,人们主要开展非线性优化问题的对偶理论研究。相比一阶

对偶问题，二阶和高阶对偶问题更具有计算上的优势。近年来，重庆师范大学研究团队主要

研究多目标二阶和高阶对偶问题在广义凸性假设下的逆对偶定理；同时，进一步研究了多目

标二阶和高阶对称对偶问题的对偶定理。此外，重庆大学研究团队引入了集值映射的广义高
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阶相依上图导数和广义邻接相依上图导数，通过建立约束集值优化问题弱有效解和真有效解

的 KT-型高阶最优性条件，建立了约束集值优化问题的高阶沃尔夫对偶问题，并在较弱的条

件下，获得了相应的弱对偶、强对偶和逆对偶定理。 

(5) 向量变分不等式、向量互补问题和向量均衡问题 向量变分不等式、向量互补问题

和向量均衡问题出现在很多实际问题中，而且大量的向量优化问题可以转化为向量变分不等

式问题。吉安尼西首先在有限维空间引进并研究了向量变分不等式。中科院系统所研究团队

进一步在无穷维空间中研究一般的向量变分不等式和向量互补问题。后来，有大量文章报告

这方面的研究成果，并有多种向量变分不等式解的存在性被建立并应用于向量优化问题。向

量均衡问题是向量变分不等式的推广，它以向量优化问题和向量互补问题作为其特例。向量

均衡问题大量出现在交通运输网络和经济学文献中。中科院系统所研究团队率先就交通运输

问题建立了向量均衡模型，并对之做了很好的研究

[79]

。香港理工大学研究团队对向量互补问

题进行了研究；重庆师范大学研究团队研究了向量变分不等式和向量优化的等价关系；南昌

大学研究团队对向量均衡问题的有效解和几类真有效解进行了研究；四川大学研究团队给出

了一类微分向量变分不等式的弱解存在性，并给出了解集的上、下半连续性刻画结果。 

 

3.发展趋势与关键科学问题 

向量优化问题的理论、方法及其应用研究态势，目前仍然处在发展和深入的阶段。其中，

各分支方向研究的广度和深度呈现出明显的差异。一些方向的研究工作主要是在泛函空间理

论、凸分析、变分分析和集值分析等相关交叉学科的基础上对理论研究进行完善和推广。需

要正视的是，各个领域的实际问题急需我们在这方面的理论基础系统化、计算方法的实用性、

适时性和有效性以及实践中的应用可行性等研究领域加快步伐。未来的研究方向和关键问题

包括： 

(1) 向量优化问题正真有效点集在有效点集中的稠密性研究已经相对成熟。在此基础

上，可以进一步考虑其它真有效点或引进新的真有效点的概念，研究它们在有效点集中的稠

密性。在非线性规划解集刻画的研究中，最近，利用标量化方法研究了凸多目标优化问题解

集的刻画，但在此基础上的进一步研究还处于空白。由于数值优化问题的尖锐性或弱尖锐性

可以保证对应算法具有很好的收敛性，因此有大量文献处理相关问题。但对于向量优化问题

弱尖锐性的研究大多只限于局部情形，而算法分析和稳定性分析则常常需要整体弱尖锐性。

因此，结合变分分析和广义方程的度量正则性，研究向量优化问题整体弱尖锐性是值得研究

的方向。由于向量序的不完备性，向量优化问题有突出的奇异和反常性，从而进一步研究向

量优化问题的稳定性理论和解集的连续性也是很必要的。 

(2)解的最优性条件和对偶理论是向量优化的基本理论问题。在最优性条件方面，利用

变分分析技术和方法，研究非光滑多目标优化问题各种解的最优性条件；在广义锥-次似凸

函数的基础上引进新的广义凸函数，通过建立择一定理给出各种解的线性标量化特征；进一

步研究约束品性条件下向量优化问题的最优性条件；合理引进集值映射的导数，研究集值向

量优化问题的最优性条件和对偶理论。此外，像空间方法、非凸分离定理、非线性标量化和

变分原理作为理论研究的工具和方法也需要进一步深入研究。特别，引进新的或统一的非线

性标量化函数，进一步研究向量优化问题的标量化理论；进一步考虑广义变分原理用于研究

向量优化问题解的存在性理论。此外，基于最优性条件的各种形式的对偶模型和相应的对偶

理论也值得进一步探索研究。 

(3) 相对于精确解，近似解的存在性无需相关集合的紧性，另外，近似解的研究更加符

合实际应用的需要。这方面的主要研究是定义新的近似解，特别是近似真有效解和统一的近

似解的概念，利用广义变分原理研究其存在性；利用非线性标量化函数在非凸分离定理的基

础上研究标量化特征；通过建立近似择一定理研究线性标量化特征。此外，在改进集的基础

上如何统一向量优化问题的精确解和近似解也是最近备受关注的研究内容。为保证向量优化

问题近似解序列的收敛性，有必要进一步研究向量优化问题的适定性及其等价刻画，这对于

向量优化问题的稳定性及其求解算法的收敛性有重要的意义。 

(4) 建立向量优化问题的算法是相当困难的，然而为实际的多目标问题提供答案需要可

实行的有效算法。这方面的研究可基于体现实际问题的偏好，设计有针对性的具体算法。另

外，在有限维空间中，针对逐段线性向量优化问题或二次向量优化优化问题构造具有某种普



 

65  

遍性的算法也是值得研究的重要方向。 

(5)从黎曼几何的观点来看，欧氏空间中的非凸和非光滑的约束优化问题可以视为黎曼流

形上的凸和光滑的无约束优化问题。近年来，国内外不少学者开展了微分流形上优化问题的

研究，取得了一些重要的进展。利用非线性分析和非线性优化的技术和方法，研究微分流形

上的向量变分不等式、向量互补问题和向量优化问题是值得关注的重要问题。 

(6) 微分变分不等式的研究开辟了一个新的研究领域，包含了许多类型的数学问题作为

特例，为许多应用问题提供了有力的模型典范。在有限或无限维空间中开展微分向量变分不

等式、微分向量互补问题和微分向量优化问题的研究是有重要意义的新问题。 

(7) 由于现实世界许多问题都受到随机因素的影响，随机优化问题的研究得到了广泛的

关注。因此，在随机环境下研究向量变分不等式、向量互补问题和向量优化及其相关问题是

很有生命力的方向。 

 

（五）整数规划 

1. 研究领域概述 

整数规划是带整数变量的最优化问题，即最大化或最小化一个全部或部分变量为整数

的多元函数受约束于一组等式和不等式条件的最优化问题。整数规划是数学规划的重要部

分，许多经济、管理、交通、通信和工程中的最优化问题都可以用整数规划来建模。另外，

许多组合优化、图论和计算逻辑问题可以归结为整数规划问题。整数规划的历史可以追溯到

上世纪 50 年代，丹齐格首先发现可以用 0-1 变量来刻画最优化模型中的固定费用、变量上

界、半连续变量和非凸分片线性函数等。他和福克森和约翰逊对旅行售货员问题的研究

[83]

成为后来分枝-割方法和现代混合整数规划算法的开端。1958 年戈莫里发现了第一个求解一

般线性整数规划的收敛算法-割平面方法

[84]

。丹齐格-沃尔夫分解算法和列生成算法的提出使

一系列交通规划调度和其他领域中的大规模整数规划问题得以求解或近似求解，并在各种应

用软件和系统中实现。 

整数规划问题的困难和挑战来源于两方面。首先，几乎所有的整数规划问题都是NP-难

的，即使是最简单的0-1线性背包问题也是NP-难的

[85]

，故本质上不可能存在对一般类型的整

数规划都很有效的算法（除非P＝NP）。人们也不能期望能找到与线性规划和凸规划算法类

似的有效算法。整数规划的算法的有效性和表现可能与每类问题的特殊结构密切相关，需要

仔细分析和利用问题的每类独特性质来设计算法。其次，人们对整数点集合和整数变量函数

的理论认识有限，在数学上缺乏有力的理论和工具。特别是，定义在整数点上的凸分析理论

结果与连续变量凸分析相比还非常初步。以最优性条件的刻画为例，除了极少数问题外，要

给出可计算的最优性必要条件是非常困难的。 

    整数规划在研究和应用上的困难性还在于实际问题的规模往往超过现有算法的求解能

力。尽管现成的整数规划软件如CPLEX和BARON可以求解任意线性、二次和非线性整数规划问

题，但往往不能处理来源于实际问题的整数规划模型。这就要求对每类特殊问题都要设计不

同的算法或需要在CPLEX中加入用户自定义的割或启发式方法。尽管存在理论上的困难性，

应用领域对整数规划的需求推动它不断前进和发展，可以说，应用推动是目前整数规划发展

的一个显著特征。 

 

2.国内外研究现状分析 

整数规划的研究方向可大体分为线性整数规划和非线性整数规划两大部分，其研究方

法和途径迥然不同。近年来非线性整数规划特别是二次整数规划的理论和算法研究取得了许

多突破，使非线性整数规划也逐渐成为整数规划领域的研究热点。 

（1） 线性整数规划 该领域的自上世纪五十年代以来一直是整数规划研究的核心内容。

上世纪八十年代出版的二本经典整数规划专著

[86-87]

和教材

[88]

，把线性整数规划的主要理论结

果和算法全面而深入地总结，它们极大地推动了整数规划的普及和发展。2010年中文教材

[89]

对国内整数规划教学、研究和应用起了积极的作用。求解一般线性整数规划问题的算法框架

主要是分枝-定界算法以及结合割平面技术的分支-割算法

[84]

。主流的整数规划商业软件的算

法框架都是基于分枝-定界隐枚举法的。对大规模具有特殊结构的问题，分解算法也是被广

泛使用的一种算法策略。目前线性整数规划的几个主要研究方向包括：线性混合整数规划的
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多面体方法和分解和列生成方法及其在大规模整数规划算法中的应用。此外，基于资源和变

量分解的本德型分解方法在大规模混合整数规划中也得到了广泛的研究和应用

[90-91]

。线性整

数规划的理论基础研究。1983年论文

[92]

利用平面定理证明了维数固定的线性整数规划是多项

式时间可解的。目前，结构线性整数规划的对称性和多面体整数集合的几何性质的研究不断

深入，并开始应用于现有算法框架下，以提高减少算法搜索空间和提高算法效率。 

 (2) 非线性整数规划 该领域的研究主要从上世纪80年代开始，早期的研究主要是应用

驱动。特别是化工合成中有许多优化问题可以用非线性整数规划建模和求解，这导致了外逼

近算法，广义本德分解方法和凸化算法的提出。非线性整数规划近年来在分子设计、参数估

计、机械夹具设计、热交换网络、工程冷却问题、经济规模问题和适时制造等领域也得到了

应用。与线性整数规划相比，非线性整数规划但无论从理论的系统性和算法的有效性都有很

大的差距。非线性规划的研究策略和途径往往非常依赖于问题的特别结构和性质，一类问题

一种算法，除分枝-定界算法框架外，尚没有比较有效的通用算法。上世纪90年代半定规划

理论和相应的内点算法的发展，给二次0-1规划和多项式0-1规划的近似算法设计带来了新的

思想和工具。非线性整数规划专著

[93]

总结了该领域的重要结果和最新进展。目前该领域有如

下几个主要研究方向：非凸非线性整数规划，其热点是外逼近算法、分离割方法和各种特殊

非凸函数的凸下包络的构造和逼近。一个重要问题是如何构造紧的凸逼近，从而可以设计更

有效的分支－定界算法。半定规划松弛与近似算法。1995年论文

[94]

关于最大割问题的基于半

定规划松弛的随机化方法掀起了国际上研究0-1二次规划的热潮，使半定规划松弛方法成为

求解图论和组合优化中出现的0-1二次规划问题近似解的有效方法。然而，半定规划松弛方

法也有其明显的缺点——内点算法无法求解大规模的半定规划问题，从而半定规划松弛方法

仅适合中小规模的0-1二次规划。当前的一个课题是利用非内点方法求解半定规划问题，从

而有可能给出0-1二次规划的新方法。此外，利用非线性的半定规划问题来研究0-1二次规划，

这些方法都值得进一步研究。多项式规划与整数规划的关系可以从下面的性质看出：有界整

数点集合可以由多项式约束表示。论文

[95,96]

给出了多项式规划的平方和逼近方法和半代数问

题的逼近，而该逼近可以用半定规划表示，故多项式规划可以用半定规划来逼近。论文

[95]

证明了可以构造收敛到0-1多项式规划精确解的半定规划近似序列。然而，这个半定规划序

列中的问题维数成指数增长，很难在实际计算中实现。利用代数几何的一些深刻结果和方法

结合二次半定规划规划和锥优化研究0-1多项式规划是一个研究课题。 

（3）国内研究队伍现状 国内整数规划方向的研究始于上世纪90年代，上海大学研究

组开始比较系统地进行整数规划的教学和研究，培养了若干以整数规划为研究方向的博士

生，研究方向包括基于填充函数法的一般整数规划方法、非线性规划对偶方法和二次整数规

划，取得了不少优秀成果。清华大学研究组近年在二次整数规划对偶理论和算法方面取得了

一系列优秀的成果。福州大学研究组在整数规划和组合优化及其在计算机领域中的应用方面

作出了不少好的工作。近年来，复旦大学研究组与香港中文大学合作，在二次整数规划、半

定规划松弛和0-1二次规划的对偶性质等方面取了不少进展，提高了国内在该领域的研究水

平和影响。在多项式整数规划方面，杭州电子科大研究组和曲阜师大研究组在理论和算法方

面都有出色的工作发表。此外，国内一些组合优化研究组，如中科院计算所和应用所、浙江

大学、华东理工大学、郑州大学和曲阜师大等也在与整数规划相关领域作出了许多高水平的

工作。近年来，华中科技大学研究组在交通规划研究中也在整数规划建模和列生成方法方面

取得了许多好的结果和应用，东南大学研究组在管理科学中的整数规划建模和方法方面作出

了许多出色的成果。然而，国内整数规划的研究与国际先进水平相比还有不少差距。首先，

整数规划的教学和人才培养方面还很分散和薄弱。目前只有少数高校和研究单位开设整数规

划的专门硕士和博士课程，以整数规划为研究方向的博士论文还偏少。2007年和2010年在曲

阜师大和大连理工大学举行的全国研究生暑期学校开设了整数规划的暑期课程，对整数规划

的研究和应用起到了积极的作用。其次，在研究方向上还比较单一，特别是整数规划在交通、

管理科学和金融优化问题建模和算法方面的工作偏少，这方面将来大有可为。国际上从事整

数规划研究课题大都与工业工程、管理科学和计算机科学等学科结合，而我国因为学科发展

的历史原因，大部分学者都侧重于理论研究而忽视应用和交叉研究。可喜的是，这一现象正

在改变，一些青年学者在国内不同高校积极开展整数规划理论和应用研究，如北京航空大学、

同济大学、上海交通大学和上海财经大学等都有活跃的青年学者从事与整数规划相关的研

究，开始在国际学术界崭露头角。 
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3．发展趋势与关键科学问题 

 

整数规划研究的总体发展趋势是朝大规模混合整数规划算法和与管理科学、计算机科

学和工程领域的交叉发展。一方面，整数规划理论和算法研究正在与数学规划的其它学科相

融和交叉。另一方面，由应用驱动的整数规划模型和问题要求研究者能真正帮助解决应用领

域的实际问题，而现有算法往往还不能解决交通规划、生产调度、通讯和金融投资等中出现

的大规模混合整数规划问题，因而研究应用领域中出现的整数规划问题具有重要的意义。未

来的研究方向和关键问题包括：1）整数多面体凸包的刻画是线性整数规划理论的重要而困

难的部分，由于对整数多面体的凸包的刻画能导出新的强有效不等式，从而可以构建更有效

的分枝-割平面方法。2）参数具有不确定性的整数规划问题在多阶段决策时经常遇到，多阶

段随机整数规划。研究随机整数规划的性质和相应的算法理论具有重要的意义，该课题与模

拟仿真技术结合有望开拓有效的随机整数规划的计算方法。3）多层决策过程在管理中被广

泛使用，具有离散变量的双层和多层整数规划模型能帮助政府机构和企业更好地优化决策。

这类问题的关键在于如何刻画最优性条件，寻找合适方法将多层问题转化或近似转化为单层

问题。4）混合 0-1二次整数规划是一类最有代表性的非线性整数规划，也是在实际建模中

最常用的非线性整数规划模型，寻找更有效的凸逼近和近似算法将能提高现有算法的速度和

效率，并有希望提出处理大规模的混合 0-1 二次规划的算法。5）许多 0-1 规划问题可以归

结为一个最小化线性函数带一个协正锥约束和线性约束、凸二次约束的问题。对协正锥和协

正规划的研究能帮助我们理解和逼近 0-1 规划。一个可能的途径是构造有效的半定规划问题

逐步逼近协正规划的解。6）最近十多年来凸优化的一个突破是提出了求解半定规划和二阶

锥规划问题的内点型多项式时间算法，当线性矩阵不等式中带有整数变量时，其相应的对偶

理论和算法策略值得进一步探索开拓研究。 

  

（六）组合优化 

 

1.研究领域概述 

    组合优化研究具有离散结构的优化问题解的性质和求解方法，把组合学与图论、拟阵与

多面体、网络流与连通性、近似算法与计算复杂性、计算几何等有机地结合起来，属于运筹

学与计算机科学的交叉领域。组合优化为离散问题的有效计算提供了理论基础和各类方法。

随着信息科学和网络技术的快速发展，特别是改变世界和人类生活方式的互联网及其延伸出

来的物联网和社会网络的创新式生长，组合优化研究的模型、理论及方法愈来愈丰富。一般

来讲，组合优化研究领域可分为计算复杂性理论、算法设计与分析和应用三个主要研究范畴。

计算复杂性理论研究组合优化问题的困难程度和相应计算效能的极限；算法理论在复杂性的

假设下致力于最有效的算法的设计和分析；而应用领域则利用算法的理论成果结合模型本身

的特点去解决实际问题。组合优化问题依据其特征可以分成如下两类。一是数字化的优化问

题，这类问题的刻画依赖于数量或向量值及其之间的约束。另一类是结构化的优化问题，这

类问题则通过图和网络刻画元素之间的拓扑联系。以下我们通过若干典型问题来概述整个领

域的研究重点和发展状况： 

装箱问题是经典组合优化问题之一。该问题的研究见证了近似算法和在线算法的发展历

程。经典装箱问题可以简单叙述如下：给定若干尺寸介于（0，1）之间的物品，将它们装入

单位容量的箱子中，使得每个箱子所装物品尺寸之和不超过 1，且所用箱子个数最少。装箱

问题与划分问题密切相关。在 P≠NP 的假设下，装箱问题不存在性能比严格小于 3/2 的近似

算法。装箱问题有若干变形。最直接的扩展模型是高维装箱。当有多种类型箱子可以选择时，

便得到变尺寸装箱。人们还关注装箱问题的在线模式，探讨被装物品信息不全情况下的装箱

算法。一般讲，在在线的环境下，物品是逐个到达的。一旦一个物品出现，在不知道任何后

续物品的信息的前提下，必须立即决定将其可行地装入某个箱子中。做出的决定不可更改。 

旅行商问题是组合最优化的基本问题之一。给定一系列的点以及它们两两之间的距离，

我们的任务是寻找一条最短的路径，这条路径要恰好经过每个点一次，并且最后回到出发点。

1930 年旅行商问题首次作为一个实际问题被提出。 卡普于 1972 年证明了旅行商问题是 NP-
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难的，萨哈尼和冈萨雷斯在 1976 年证明了一般的旅行商问题不存在近似比为常数的多项式

时间算法。为了降低问题的复杂性，我们通常考虑度量空间下的旅行商问题。在度量空间下，

旅行商问题虽然仍是 NP-难的，但是可以找到近似比为常数的多项式时间算法。然而，阿罗

拉在 1992 年证明度量空间下的旅行商问题不存在多项式近似方案。旅行商问题还有更一般

的形式，即所谓 s-t 路旅行商问题问题：给定一系列的点以及它们两两之间的距离，同时给

定一个起点 s和终点 t，需要寻找一条从 s出发到 t的最短路，并且这条路恰好经过每个点

一次。 

斯坦纳树问题是网络设计中的基础问题，在大规模集成电路的设计中有重要的应用。具

体的说，斯坦纳树问题是指在给定的赋权连通图中，将指定顶点连通成树，并使得连通费用

最小。斯坦纳树问题是卡普提出的 21 个 NP－难问题之一。斯坦纳树在不同的度量空间下有

不同的变形。常见的包括欧氏平面上的斯坦纳树问题，网络上的斯坦纳树问题和直线距离下

的斯坦纳树问题。 

选址问题一直是组合优化领域中的热点问题之一，在仓库选择，供应链管理中有很多的

应用。它是指在给定的若干位置中选择一些来建立设施使得所有顾客的需求得到满足，且总

体费用最少。其中最经典的一类问题就是给定设施地址的集合和顾客地址的集合，以及设施

在不同的地址的开设费用、顾客到开设设施的连接费用,目标是确定一些地址用于开设设施

最终使得开设费用和连接费用之和最小。 

除了各类典型问题的算法设计与分析理论外，组合优化还致力于一般问题解的结构和性

质研究，并关注统一的有效算法工具的挖掘。与连续优化、图论和组合学、计算理论结合，

出现了非常优美的理论方法和工具。 

计算复杂性理论定量分析求解问题所需的资源（时间、空间等），研究各类问题之间在

算法复杂度上的相互关系和基本性质。它是算法设计与分析的理论基础，对计算机科学和应

用数学等许多相关领域产生重大深远的影响。计算复杂性理论的历史回溯到 1937 年理论计

算机模型—图灵机的定义。60 年代哈特马尼斯等人提出时间和空间复杂性的概念、证明层

级定理；埃德蒙兹将运行时间为输入规模多项式的算法称为有效的，并为包括最大权匹配在

内的几个重要的组合优化问题设计了有效算法。有多项式时间上界的图灵机奠定了计算复杂

性理论的基础。P 和 NP 分别被用来表示确定型和非确定型图灵机多项式时间可解的问题类。

70 年代库克和卡普发现可满足性问题和其他 21 个著名的组合优化问题在 NP 问题中是非常

困难的，属于 NP-完全类。NP 中的任何问题都可在多项时间内归约到 NP-完全问题。所有

NP-完备问题在是否多项式时间可解的意义下是等价的

[109]
。从此，除了极个别的例外，每个

组合优化问题都被证明要么属于 P 要么是 NP-完备的；但是没有任何一个问题被证明既多项

式时间可解又 NP-完备。这使得 P 是否等于 NP 的公开问题更加受人瞩目，成为对计算机科

学等许多相关学科有全面影响力的问题。20 世纪 90 年代起，随着算法理论的发展，计算复

杂性理论相应开展了更加纵深宽广的研究，揭示各计算模型间更加深刻密切的关系。具有代

表性的突破如：发现 PCP 定理，通过概率可验证明刻画 NP 问题。从而基于 PCP 定理的近似

算法不可近似性成为研究热点之一。另外随机算法的去随机化理论、零知识证明、量子计算

都成为研究的亮点，推进人们对 P 和 NP 关系的理解。 
多面体组合学利用多面体、线性代数等理论和方法解决组合优化问题，是组合优化算法

与复杂性研究的一个非常有力的工具。一方面，多面体理论和技术的成功运用帮助设计出高

效的多项式时间算法。另一方面，高效的算法通常导出问题的多面体特征和相应的最小-最

大关系。这两方面紧密交织，形成多面体组合研究的鲜明特点。从 20世纪 60 年代埃德蒙兹

对匹配多面体的研究至今，多面体组合的理论和技术不仅用来证明了很多组合优化问题的多

项时间可解性，还用来为不少 NP－难问题设计算法。对偶理论在多面体组合中起核心作用。

获得多面体完整的线性刻画以及证明组合的最小-最大关系的一个主要途径是建立相应线性

系统的对偶整数性。最小-最大关系成立的充要条件通常以禁用结构的方式给出。多面体组

合的一个中心任务是寻找刻画多面体的简洁的线性不等式系统，并在算法上有效的利用这些

不等式解决相应组合优化问题。这通常包含三个方面：迭代的建立定义多面体侧面的不等式

系统；为分离问题设计算法识别非可行解并找到分离该非可行解和多面体的超平面；设计具

体的实施方案寻找问题的优良解。80 年代罗瓦兹等将多面体理论和割平面方法的成功结合，

发展了椭球方法。很多组合优化问题在椭球算法的帮助下获得了多项时间可解的证明。更多

时候问题的难点在于：或者多项式时间内找到/判断定义多面体的不等式是不可能的（除非
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NP=co-NP），或者解决分离问题是 NP困难的。但可喜的是对于不少的难问题，多面体组合方

法能给出其多面体简洁的部分线性表达，从而系统的成功解决大量困难的实例。在各类组合

多面体中，拟阵多面体及其推广具有特殊的地位。对它们的研究带动了对次模函数的系统研

究。次模函数具有组合的凸性，并与许多组合多面体、分离定理、最小-最大关系紧密相连。 

拟阵是一个基于某个有限集合的满足一些特定公理的独立集系统，其抓住了一大类能够

被贪婪算法解决的组合优化问题的结构特征。拟阵的重要性不仅在于广泛的实际应用，还在

于所导出的深刻的定理和算法；它们的发展促进了算法设计、网络编码、混合矩阵论等相关

方向的进步。拟阵理论诞生于 1935 年，三十多年后随着拟阵分解定理、拟阵交定理、多拟

阵交定理及其相关算法的建立，拟阵和次模性成为优化界研究的重要课题；拟阵优化成为次

模优化最重要的基石之一。西摩的正则拟阵分解定理给出了识别全幺模矩阵的多项式时间算

法，对组合优化等学科领域产生深远影响。 

半定规划是线性规划的推广。它是指变量为矩阵并要求矩阵为半正定阵的一类规划问

题。利用半定规划松弛设计近似算法也是近似算法中的非常有效的技巧之一。最经典的利用

半定规划设计近似算法的例子是最大割问题。分层半定规划能够给出更紧的松弛，有可能设

计更好的近似算法。 

 

2．研究现状 

装箱及其相关问题的研究从 1970 年代起取得了重大进展。论文

[97]

深入分析了装箱问题

的若干经典算法，拉开了近似算法和在线算法研究的舞台序幕。特别是证明中权函数方法的

巧妙使用，使得算法分析柳暗花明。证明了 FFD 算法的渐近近似比为 11/9，FF 算法的渐近

竞争比为 17/10。越民义在 FFD 算法近似界的不等式改进中有重要贡献，不仅将常数尾项降

至 1，而且大大简化了已有的证明。另外，其结果还意味着 FFD 的绝对近似比为 3/2，也就

是说 FFD 算法在此意义下是最好可能的，除非 P=NP。最近 FFD 的尾项被证明为 6/9。关于

FF 算法的研究也有重要进展，其绝对竞争比与渐近竞争比相同

[98]

。 

排序问题的研究现状在排序论的专题报告里会详细叙述。这里主要阐述排序问题的重大

算法进展。以极小化最大完工时刻为目标的平行机调度问题时调度领域中最重要的经典问

题。当机器为同型机或同类机时，存在多项式近似方案；而当机器为异序机时,则在 P≠NP

的假设下不存在严格小于 3/2 的常数近似比。目前最好的结果仍是二十多年前论文

[99]

提出的

基于线性规划松弛的算法。该算法的界为 2。改进这个结果是调度领域中最为重要的公开问

题之一。近年来在一些特殊情形下存在比 2小的近似算法。在线排序算法依据工件信息释放

的模式，一般来讲，有三种不同的在线问题：列序释放、时序释放以及依序释放。论文

[100]

提出了竞争比近似方案的概念，该近似方案逼近的是问题的“最佳竞争比”。在此框架下论

文针对若干时序释放的在线调度问题，在机器数目为常数的情况下，设计出相应的近似方案。 

旅行商问题的度量型，1976 年论文

[101]

提出近似比为 3/2 的近似算法。这是目前为止最

好的求解度量旅行商问题的算法。对于度量 s-t 路旅行商问题，论文

[102]

借用论文

[102]

的算

法思想得到了近似比为 5/3 的近似算法。这个近似比一直到 2012 年才被论文

[103]

改进到

1.618。最近的论文

[104]

进一步将该算法推广到 T-巡回问题，并证明近似比至多为 1.6。 

选址问题无容量限制时是 NP-难的。对其设计精确的算法在计算时间上不能得到保证，

而研究特殊情形又不能体现问题的一般性，因而大多数研究集中于近似算法。第一个常数近

似比的算法由论文

[105]

得到。他们通过引入过滤参数，将分数最优解舍入成整数解，并分析

得到算法得到的解不超过整数最优值的 4。如果均匀随机选取过滤参数，期望意义下的近似

比为 3.16。论文

[106]

利用分数最优解，非均匀随机选取过滤参数，并结合对偶的拟合的结果

得到近似比为 1.488。这是目前已知最好的近似算法结果。在一定复杂性的假设下，无容量

限制设施选址问题近似比的下界为 1.463；2－层设施选址问题的下界为 1.539,k－层设施选

址问题的下界为 1.61。中值问题最近也取得了一些新的结果，论文

[107]

证明了当设施个数不

超过 k 加上某个常数,对解的质量影响不大,从而将近似比改进 3.733.  

斯坦纳树问题最早的近似算法是简单的通过找到终端的最小生成树得到的 2-近似算

法。论文

[108]

提出了在最小生成树的基础上贪婪地增加斯坦纳点的组合算法, 并得到了 11/6

的近似比。现最好的斯坦纳树的近似比是论文

[109]

利用斯坦纳树和 k-斯坦纳树问题的间隙很

小，建立了新的 k-限制斯坦纳树问题的模型，第一次利用线性规划舍入的技巧得到了 1.39-
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近似算法。连通斯坦纳树问题是将斯坦纳树问题和设施选址两类重要的组合优化中的问题结

合起来。设施除了需要被开设用以对顾客提供服务以外,所有开设的设施还需要被当做终端

进而利用斯坦纳树连通。连通斯坦纳树问题是需要找到开设设施的集合并构造开设设施的斯

坦纳树最终使得开设费用，连接费用和连通费用总和最小。论文

[110]

给出了一个 4-近似算法。  

半定规划松弛算法 论文

[111]

首次利用半定规划舍入技巧给出了最大割问题的 0.87856-

近似算法，引起了国际上利用半定规划设计近似算法以及探讨半定规划的局限性的研究热

潮。论文

[112]

证明了:如果惟一博弈猜想成立，则简单的半定规划给出所有约束满足问题的最

好近似比。论文

[113]

引入了更紧的分层半定规划来研究多项式优化问题和多项式 0-1 整数规

划。最近，论文

[114]

利用分层半定规划的性质，对极大平分割问题设计了基于分层半定规划

舍入的 0.85-近似算法，论文

[115]

同样利用分层半定规划舍入技巧进一步将近似比改进到

0.8776.  

计算复杂性研究中除了发现更多的组合优化问题是 NP-难以外，基于 PNP 或惟一博弈

猜想的假设，很多组合优化问题的不可近似的下界被证明或改进。NP-难的组合优化问题在

近似类的细分的框架下得到了越来越深入的理解。与此同时，随着人们对困难问题的精确算

法和近似算法的不断尝试，出现了新的更强的复杂性假设，其中一个比较基本的是“指数时

间假设”。该假设给出 3-可满足问题精确算法计算复杂度的指数下界。在此假设下，可以推

导出若干重要组合优化问题的精确算法和多项式近似方案的复杂度下界，从而证明已有算法

的复杂度的某种最优性。 
多面体理论 组合优化中很多著名的结果和猜想意指某些线性系统是全对偶整数的或者

是盒式全对偶整数的。近年来，对偶整数性的研究在复杂性、方法工具和特殊系统的刻画方

法有可喜的突破。 识别线性系统对偶整数性的计算复杂性曾是一个有 20 多年历史的公开问

题。它在 2008 年得到了解决：对偶整数系统及盒式全对偶整数系统的识别问题被证明是

co-NP 完全的。这一突破引发了相关后续研究。除了经典的矩阵全幺模性质，超图的等子划

分性质成为证明装填/覆盖类型的线性系统盒式全对偶整数性的一个新的统一的工具。大量

研究致力于刻画特殊线性系统的对偶整数性。除了由对偶整数性刻画所导出的最小-最大关

系外，近年来人们建立了一系列装填/覆盖类型的最小-最大定理并设计了相应多项时时间的

近似算法。 

拟阵结构研究中，围绕良拟序猜想展开的一系列工作试图将罗伯逊和西摩的图缩微的结

果与方法推广到拟阵上；另外，拟阵的连通性、禁用缩微和分解的研究也进一步深入。图的

树宽的概念和方法被推广到拟阵上，使得树分解和枝分解一起成为拟阵优化有力工具。 

组合优化的应用包括芯片设计、交通与通讯网络设计、生产与车辆调度、排样与场地调

度、投资组合、蛋白质结构预测、社会网络等等。我国组合优化的应有也有不同程度的发展，

包括计算机排样、钢铁企业过程调度、码头集装箱调度、城市交通线路设计、传感器网络设

计以及物流配送优化等。 
研究团队现状 国际上组合优化的研究队伍集中在各个大学的计算机系、数学系以管理

科学系。在几乎所有著名的学校里均有很强研究团队。组合优化理论研究与应用开发整体领

先的国家包括美国、德国、荷兰和加拿大。国内组合优化的集中发展起源于上世纪 80 年代。

在越民义、管梅谷等的带动和促进下，在北京、上海、山东、浙江、河南和福建等形成了组

合优化的研究团队。研究工作涵盖组合优化的各个领域，比较突出的成果出现在装箱、排序、

选址和斯坦纳树等问题的算法设计与分析，以及计算复杂性、拟阵和多面体组合中的对偶整

数性等理论体系上的研究。  
3．研究发展趋势与关键科学问题  

组合优化扎根于信息科学与技术的土壤，沐浴在数学理论与方法的阳光下。在信息与网

络时代将会涌现更多的组合优化问题，为组合优化理论和方法的研究提出挑战。人们逐步从

简单的 P和 NP-难的两极划分回到算法的精度与代价之前平衡的根本问题上。一方面，研究

实用的精确算法，保证算法的最优性，同时尽量降低指数复杂性，即使问题本身是 NP-难的；

另一方面，设计快速的近似算法，如线性时间算法，使得解的精确度尽量高，即使问题本身

是多项式可解的。这就促使人们从更细的角度探讨问题的计算有效性。复杂性思想、多面体
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理论和统计方法将显现出更大的作用。不完全信息下的组合优化问题更具实际意义。经过一

段时间的停顿，相信该领域将会产生新的思想和方法，使得在线和离线算法的内在的本质联

系得到深入的挖掘。下面将列出若干具体的关键研究课题，这些只是众多有趣问题的很少一

部分。此外，更为重要的是加强组合优化的应用研究，形成依赖于理论和方法创新的应用平

台，服务社会。1）装箱问题的绝对近似算法的存在性。常数个不同类型物品下多项式时间

最优算法的设计。2）针对极小化最大完工时刻，异序机排序的严格小于 2的近似算法；自

由作业排序比 2-近似的贪心算法更好的近似算法。3）改进度量旅行商问题的 3/2-近似算法。

4）网络上斯坦纳树近似算法的改进；欧氏平面上斯坦纳比猜想的证明。5）带惩罚的斯坦纳

树问题中,利用非均匀随机选取参量从而改进近似比。6）改进无容量设施选址问题的上下界。

7）连通设施选址问题综合的设施选址问题和斯坦纳树问题的两类特色,将二者有机结合起来

设计出统一的算法。8）对带硬容量限制的设施选址问题，给出整数间隙为常数的线性规划

松弛。9）理解分层半定规划舍入技巧的本质,应用到其它 NP-困难问题上。10）利用分层半

定规划研究某些 NP-困难问题的精确算法复杂性的上下界。11）利用和发展 ETH 假设下的算

法复杂性研究，给出数字化组合优化问题的算法界。12）发展不完全信息下的算法理论，逐

步建立相应的复杂性体系。特别是研究在线问题的竞争比近似方案，使得经典的在线问题有

所突破。 

 

（七）张量分析与多项式优化 

1．张量分析 

张量虽然早在 19 世纪微分几何的研究中就被引入， 但这里的张量主要是指高维数据的

一种排列及它们在高阶数理统计、信号处理、图像处理、化学计量等领域中的含义，它可以

被看成是矩阵的一种推广，和微分几何中张量的含义及着眼点不同

[116]
。张量分析包括张量

分解和张量特征值问题，其内容包括二类问题的理论和算法，矩阵分解和矩阵特征值问题是

张量分解和张量特征值问题的出发点和研究范本。 
张量分解最初由希契科克在 1927 年提出，到上世纪 60-70 年代，越来越多的研究者开

始在各自研究领域使用张量，其主要研究的问题是张量分解。张量及其分解的早期研究人员

主要来自心理测量、化学计量等数学领域以外的实用部门。随着这些学科的发展及更多的领

域对张量及其分解知识的进一步需求，深入而系统的理论研究显得越来越重要，并逐渐引起

数学家，特别是应用数学家的重视。2009 年专著

[117]
详细介绍了张量分解中的各种概念及运

算规则，各种非负矩阵和非负张量分解及它们在脑科学、盲源分离等领域中的应用，并介绍

了几种经典的非线性优化方法。  
目前，张量分解在心理统计学、化学计量学、信号处理、数值线性代数、计算机可视化、

数值分析、图的分析、生物信息等领域中有重要应用。正如矩阵分解和逼近那样，之所以需

要研究张量的分解及逼近，一方面是希望通过分解，能从大量的数据中得到对表征对象特点

的刻划，另一方面，通过张量低秩逼近，可以缓解处理海量数据在存储、传输、分析等方面

的压力，以便既能够比较准确又能够高效地处理各类数据。2005 年论文

[118,119]
分别独立提出

了张量特征值与特征向量的概念，这个概念可以被看成是矩阵特征值与特征向量的推广。起

初这两个工作都是针对实张量情形定义的特征值、特征向量。后来，人们对特征值、特征向

量给出了一般的定义，随后张量特征值的理论及应用得到了快速发展。 
 尽管已有各种计算塔克分解的方法，但算法的理论分析十分缺乏，其中一种较为得到认

可的算法是交替最小二乘法, 这类算法和解矩阵的交替最小二乘法、可分凸优化问题和可分

变分不等式中的交替方向法在思想上和算法步骤上类似。在张量分解和最佳低秩逼近中，往

往采用二类处理方法。一类是直接法，这类方法主要借助矩阵理论中已有的结论和方法，得

到关于张量分解的结论；在最佳逼近问题中，常采用非线性最优化中的迭代算法，一般是结

合问题的具体特点，得到相关的算法，如交替方向法。 
从上世纪 70 年起，张量分解、逼近及其在各领域中的应用研究在国外开始得到重视，

并有较快的发展，已经取得了十分丰富的结果。相对而言，国内这方面的研究还处于起步阶

段，为数不多的研究工作主要集中在用优化的方法对张量秩 1 最佳逼近等方面所做的理论研

究。张量特征值与特征向量的定义主要有如下二种：Axm-1= xm-1
和 Axm-1=x, ||x||2=1。论文
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[120，121]
讨论了 H-特征值的个数及所有特征值的和、积、重数、特征值在正交等变换下的不

变性、圆盘估计等结果，并利用结式理论研究了齐次张量特征值的个数等。作者还研究了张

量特征值在偶数阶张量的正性、医学图像、量子纠缠、弹性力学、控制论等领域中的应用。

论文

[119]
利用变分方法引出了张量特征值、奇异值的定义并定义了张量的不可分性及非负不

可分张量的初步结果。相对来说，Z-特征值的应用背景更明确，但由于其非齐次性，导致对

H-特征值的多数结论对 Z-特征值不成立。对称情形的最大 Z-特征值模的计算可以归结为单位

球面上张量函数全局最大值的计算，双二次张量函数最大奇异值的计算可以归结为二个单位

球面约束的张量函数全局最大值的计算。这里的优化问题是特殊的多项式优化问题，均是非

凸或非凹，因而是 NP-难问题。 
张量特征值的理论、算法及应用主要是由祁力群等提出并发展起来的，除了他们开拓性

工作，国内研究队伍及做的研究工作大致如下：北京大学研究组在非负张量特征值\奇异值

的性质及算法方面做出了很有意义的工作，南开大学研究组在非负张量特征值\奇异值的性

质，几类特殊张量优化的近似求解方面做出了有意义的工作，天津大学研究组在张量分类、

最大特征值计算和最佳秩 1 逼近方面做出了重要工作，清华大学研究组在求非负张量最大

H-特征值幂法的线性收敛性方面做出了有意义的工作，四川大学研究组在微分几何中张量性

质方面进行了有益的探讨，曲阜师大研究组在张量特征值的性质及特征值的计算方法及特殊

多项式优化方面做出了重要工作，杭州电子科大研究组在张量优化问题的半定规划松弛和最

佳秩 1 逼近方面做出了重要工作，赣南师院研究组在图像处理的张量方法方面做出了有意义

的结果，福州大学研究组在张量特征值在超图中的意义及应用方面做出了有意义的研究工

作，南京师大研究组在张量的应用及张量分解的交替方向法方面做了有益的探讨，华南师大

研究组在张量特征值模型和解法方面做出了有意义的工作。 
研究发展趋势与关键科学问题包括：（1）张量可能会进一步渗透到压缩感知、矩阵完

备化、图的谱理论等问题的研究中。在这些问题的研究中，用张量代替矩阵是模型中的主要

变化。这种推广有什么优点，及研究新的模型时遇到的新问题，都是需要研究的。（2）张量

分解、逼近及最大Z-特征值或其他类型的特征值的计算应该会越来越多地使用多项式优化、

非线性分析中的结论和方法，特别是这里遇到的非线性优化问题的全局最优解的计算，属于

多项式优化中需要研究的重要问题。（3）张量的秩有好几种定义，且这几种定义的值一般是

不同的。这是和矩阵情形有重要区别的地方。每一种定义的含义和特点，彼此之间的关系，

秩的估计和计算是需要进一步研究的问题。（4）进一步研究求解更多特征值、特征向量的方

法，在一些具体问题中特征值、特征向量的含义也是有待进一步研究的。 
2.多项式优化 

多项式优化是指目标函数和约束函数均为多项式的一类特殊的非线性规划问题，由于

多项式优化问题的 KKT-条件仍然为一个多项式系统，因此，多项式优化问题的研究也包括

多项式方程组问题
[122-123]

。多项式优化的研究历史可追溯至希尔伯特于 1900 年在巴黎召开

的第二届国际数学家大会上提出的第 17 个问题, 即非负多项式与有理多项式的平方和的等

价性讨论。当时，他猜想，任何一个实的非负多项式都能表示成有理多项式的平方和。1927
年阿廷证明该猜想成立。为建立一个实的非负多项式的有理多项式的平方和的表达式，德尔

泽尔给出了一类构造性算法。 
多项式优化不仅在非线性规划问题中有基础性应用，一些混合整数规划也可转化成多

项式优化模型，而且经济、管理、交通、通信和工程中的大量实际问题都可以用多项式优化

来建模。因此, 多项式优化问题的研究不但吸引了许多优化研究学者的兴趣, 而且也引起了

一批从事代数学研究学者的注意。他们分别从理论分析和数值计算等角度对该问题展开研究, 
取得了一系列重要研究成果。另外，从量子力学和医学成像中提炼出的多项式优化问题属于

一类特殊的齐次多项式优化问题。基于齐次多项式优化与张量计算之间的密切关系，人们对

这类多项式优化问题进行了系统研究，得到很多有意义的结果，如张量的低秩逼近和分解等。 
多项式优化问题一般是非凸的，因此在多数情况下是 NP－难的，甚至在单位球上的齐

次多项式极值问题也是如此。所以，要得到多项式优化模型的全局最优解是非常困难的。对

于多项式优化问题, 早期的研究工作多是基于代数学的格欧伯纳基和结式理论来寻求一个

多项式优化问题的所有临界点，从中寻求问题的最优解。这类算法的缺陷是计算量太大, 它
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只适用于稀疏和低维问题。但对于超图谱理论、高阶数理统计、复杂网络设计、多板块金融

投资中的多项式优化模型，由于所涉及的多项式往往重数或次数较高，问题的规模较大，因

此这种格欧伯纳基和结式算法难以执行。 
多项式优化问题的重要性及其在理论和算法设计上的困难成为推动多项式优化研究不

断发展的动力。作为非线性优化的特殊情形，设计求解其全局最优解的近似算法成为优化研

究者的主要任务。特别是，结合实际背景而提出的模型特殊结构，研究全局最优性条件并设

计更为有效的近似算法成为多项式优化研究的主要内容之一。 
国内外研究现状分析 多项式优化的研究大致分为连续型和离散型两类，有时根据实际问

题需要又包含分离出混合型多项式优化模型。不论是连续型还是离散型二次规划，由于其在

非线性规划中的独特地位和在许多实际领域的广泛应用而受到特别关注。近年来，高次多项

式优化问题特别是具有特殊结构的齐次多项式优化问题的理论和算法研究取得重要进展，齐

次高次模型也成为多项式优化领域的研究热点之一。 
对于多项式优化问题，一个很自然的想法是使用已有的非线性规划方法求解。但由于

多项式优化问题的特殊性，特别是问题的规模往往非常大，直接用这些方法来求解一般效率

很低. 多项式优化问题的另一直接的解法是借助最优性条件将其转化为一个非线性方程组

问题，然后设计求解方法。但在问题的规模很大时，这类方法计算量大的缺陷便凸显出来. 
单位球面约束的齐次多项式优化模型是一类特殊的多项式优化问题，此模型中的多项

式目标函数次数可能相对较高。这类模型在材料科学、统计学中有广泛应用，也是高阶张量

特征值与特征向量概念的优化模型再现，正如前一部分所说，高阶张量低秩逼近与分解问题

也可以表示为单位球面约束的齐次多项式优化模型。对这种特殊结构的多项式优化问题，祁

力群等通过引入张量特征值给出了一个循环递进的求解算法。针对从证券投资组合问题提出

的一类非凸多项式优化问题，路斯腾等提出了一类扩散求解方法；而对于多项式整数规划问

题，一个比较有效的技术是将其转化为最大全中的独立集问题。 
对于连续型多项式优化问题，一个比较流行的技术是将其松弛成一个可以在多项式时

间内近似求解的凸优化模型。由于半定规划问题有许多类似于线性规划的特征与性质，在适

当的约束规格下，强对偶定理成立。这些性质成为设计各种求解半定规划模型有效算法的理

论基础。上世纪 90 年代，阿里扎德等人分别独立地提出了求解半定规划模型的内点算法。

这为多项式优化问题的求解提供了方便。半定规划内点算法不仅使半定规划模型在理论上更

为重要、实际应用也更为广泛。由于半定规划模型在理论上多项式时间可解，也有一些有效

的算法，能以此用来得到许多整数规划和全局优化中难问题的紧逼近，所以在控制论、线路

设计、传感网络定位、主成份分析等许多领域有广泛应用。同时也为近似求解多项式规划特

别是非凸二次规划等 NP－难问题提供了一个极为有效的途径。 
多项式优化问题的另一种常见技术是基于非负多项式和多项式的平方和之间的关系而

建立的平方和方法。该方法主要通过对原多项式优化问题进行松弛得到序列半定规划问题使

其最优值单调收敛于原问题的最优值。从理论上讲，平方和方法可以求解任何多项式优化问

题并达到所要求的计算精度。对于一元多项式优化问题，涅斯捷罗夫证明平方和方法在多项

式时间内可以得到问题的最优解。该结论同样适用于无约束的可以表示成平方和形式的多元

二次多项式和二元四次多项式优化问题。 
对于一般的多项式优化问题, 肖尔等通过某种转换将其转化为一个目标函数和约束函

数均为二次多项式的优化问题, 然后通过松弛技术再将该问题转化为一个标准形式下的凸

线性矩阵不等式问题。利用现成的算法可以在较短的时间内得到原问题最优值的一个下界。

为使得到的下界更接近原问题的最优值, 需要在中间转换的多项式优化问题中增加二次约

束函数。该类方法后来通过结合平方和方法被进一步改进。 
尽管并非所有的非负多项式都能表示成多项式的平方和, 但这类方法在实际计算过程

中非常有效。平方和方法与半定规划问题密切相关，作为其变种, 拉塞尔等通过矩矩阵建立

了多项式优化问题的半定规划问题的转化形式, 并通过半定规划问题的最优值序列来界定

原问题的最优值，以达到所想要的精度。平方和方法需要求解半定规划问题，所以在问题的

规模较大的时候，该算法变得不再实用。 
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用矩-平方和方法有时可在有限步内得到多项式优化的全局最优值，而且有比较好的理

论性质和数值效果。但由于求解过程中需要计算的半定规划问题的规模关于原问题中的变量

维数和多项式的最高次数成近似指数函数，因此也只能用来计算规模较小或具有特殊形式的

较大规模多项式优化问题, 而且要得到原问题的最优解有时需要对中间问题增加新的约束

重新计算, 从而导致计算量的陡增。这成为制约多项式优化发展的一个瓶颈。 
对于张量形式的多项式优化，由于算法的计算量与张量的阶数呈指数增长，为减少每

一迭代步的计算量，人们使用交替优化方法或分层技术求解。对于偶齐次多项式优化问题，

引进平移技术可在一般情况下建立幂法的全局收敛性，但该方法的计算效率有待提高。 
基于上述分析，人们从另外一个角度对该问题展开研究：寻求多项式优化问题的近似

解。针对最大割问题中的二次规划模型，论文
[124]

使用松弛方法得到原问题的 0.878 近似比

算法。随后，这一重要思想相继被许多学者推广到更一般的二次规划情形。特别地，对于“1，
-1”约束下的半正定二次多项式优化问题，涅斯捷罗夫得到 0.636 近似比算法。这些近似算

法是迄今为止最有效的算法。 
在以上所涉及的近似算法中，目标函数均是二次的。而对于次数较高的多项式优化问

题，其近似算法的研究仍处于起步阶段。针对具有简单约束的特殊形式高次多项式优化问题， 
德克拉克等给出了首个近似算法。随后，班诺克等推广了该方法，对定义在单位球面上的多

项式优化问题，给出了一类新的近似算法。对定义在多个椭球的交集上的四次多项式优化问

题，将其松弛成二次半定规划问题，并进一步通过线性化方法建立了有效算法。林等也提出

了双二次齐次函数在两个球面约束下的最优化模型，通过将其松弛为双线性半定规划模型给

出了近似算法，其近似比值与中结果相当。林和张等又通过双线性半定规划考虑了带二次约

束的双二次多项式优化问题，给出了多项式时间的近似算法。此外，张等考虑了单位球面上

的三次齐次多项式优化问题，并给出了近似度估计。对于任意次齐次多项式优化在多个二次

约束下的近似算法的突破来自于何等人的工作，他们首次提出了张量松弛的方法，通过将齐

次多项式松弛为多重线性函数并建立其中的桥梁来处理一般的齐次多项式，给出了相应的近

似算法。后来，何等又对定义在任意闭凸集上的非齐次多项式优化问题给出了多项式时间的

近似算法，这是目前多项式优化近似算法研究中唯一能处理任意次非齐次多项式的研究结

果。此后，索又采取计算几何与张量松弛相结合的方法，对球面约束下齐次多项式优化问题

提出了新的近似算法，提高了近似比值。此外，何等还考虑了整数多项式优化问题和混合多

项式优化问题。有关多项式优化问题的近似算法最新发展，可参考专著
[123]

。 
近来，从对偶角度对多项式优化问题最优值界的研究也逐渐兴起。与近似算法不同，

这类方法只能给出最大值问题的上界或最小值问题的下界，也不能得到近似解。但所用方法

都是基于平方和松弛分析。从实用角度来看，如果对于某个特殊的多项式优化问题例子，此

类估计恰好能达到近似算法的界，也就相当于找到了此问题的最优解。 
除了连续型的多项式优化模型，决策变量仅取离散值的多项式优化模型也是一类被广

泛应用和研究的多项式优化问题。这类多项式优化模型不仅在图论而且在神经网络、代码纠

差等研究领域有广泛应用。离散决策变量的二次规划和双线性模型己被广泛研究，尤其是离

散决策变量的二次规划模型，由于其与各种图划分问题密切相关而被深入研究。自然地，离

散决策变量的高次齐次多项式优化和多重线性优化模型都是值得研究的问题。 
求解多项式优化问题软件目前相对较少，且早期的软件大都基于平方和松弛方法并借

助半定规划的求解算法编写而成，因此只能解决较小规模的多项式优化模型。但是，随着计

算机、高速网络的不断发展与并行计算技术的不断开发，求解较大规模特别稀疏的半定规划

模型成为可能。  

研究发展趋势与关键科学问题  多项式优化问题是一类特殊的数学规划问题。一方面，

它与连续优化、离散优化、凸优化等数学规划的其它分支融合与交叉；另一方面，它在理论

上又与代数几何、交换代数、矩理论等纯数学领域有着密切联系，内容相当广泛。我们将从

理论、算法与应用三个方面简要叙述该领域今后发展的若干趋势和重要问题。 
（1）理论方面 基于矩理论的平方和方法的进一步研究和多项式锥性质分析等将成为关

键研究问题。目前，基于拉塞尔等级分解的平方和方法在多项式优化理论研究中占有主导地
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位，这也将是多项式优化理论研究的一个重要发展方向，其主要内容包括：拉塞尔等级的有

限收敛分析，聂对此已做了一些初步的工作；某些特殊多项式优化问题的平方和方法对称性

研究；逆多项式优化问题。线性锥优化特别是半定规划在许多领域中的应用已非常显著。自

从伯格证明一大类非凸的二次规划问题可以等价转换为双正锥规划后，对于双正锥本身的研

究己引起重要关注，进一步引发了对一些“难锥”的研究。姜等研究了非负四次型锥，并证

明一大类四次非齐次多项式问题亦可等价转换为线性四次型锥规划问题。与一般的非负二次

型锥不同，非负四次型锥研究内容远比二次型锥丰富。目前，相关研究仅处于初始阶段。最

近，艾哈迈迪等证明了判别一般四次多项式的凹凸性是强 NP-难的。这些初步研究表明，对

于高次多项式锥的理论研究非常重要，它将是推动多项式优化理论发展的重要课题之一。探

析一般形式或具有实际背景且特殊结构的多项式优化问题的全局最优解的结构性质和判定

准则。这类问题的研究结果还不是很多，也是多项式全局优化的重要内容之一。 
(2) 算法方面 多项式优化问题的全局最优算法设计是一个非常难的任务。目前，虽有

许多不同类型的算法，但总体来说尚不完备。进一步的有效的算法研究将是今后多项式优化

研究最主要、根本的任务之一。目前，算法设计研究的热点方向包括：实用的快速算法设计、

更高近似比的算法设计以及基于平方和的特殊结构的多项式优化方法研究等。目前，已有的

算法设计研究大多是平方和方法和近似方法，二者都有不足。在计算张量最大特征值的多项

式优化问题中，交替最小二乘法和最大分块改进法非常有效。最近，尤舍梅宙证明交替最小

二乘法用于张量分解具有线性收敛性。如何根据模型的特有结构，寻求快速有效的算法或者

局部改进的方法将是今后多项式优化算法设计的一个重要研究方向。平方和方法虽然有其局

限性，但如何在充分利用所考虑模型的对称性和稀疏性的基础上，与平方和方法结合，设计

可进行大规模计算的算法依然是一个有希望的发展方向。另外，如何基于平方和的几重松弛

方法研究所考虑问题最优值的界也是平方和算法近几年研究的热点。此算法可以被认为是近

似算法的互补，它和近似算法所获得的近似值分别构成了原问题最优值的上下界。近似算法

是多项式优化算法研究的热点之一。首先，现有近似算法所研究模型的约束条件大都较为简

单或具有某种对称结构。如何针对更一般多项式不等式约束下的多项式优化问题，设计近似

算法将是值得挑战的问题。其次，现有近似算法所获近似比值仍不太好。虽然在实际计算中

某些算法表现出远比其理论近似比值好的效果，但如何改进所设计算法的近似比值仍将是近

似算法设计研究中最为重要的问题。最近，何等人和侯等人分别改进了一大类齐次多项式优

化问题近似算法的近似比值，但还是没能突破一个核心问题的瓶颈。简单地说，就是单位球

面约束下三次齐次多项式最大化问题的近似比值能不能超过 Ω[(ln n/n)0.5]。这涉及到另外一

个目前在近似算法研究中一直没能获得突破的难题，即不可近似逼近的结果，这个问题，有

待进一步研究 
 

五、 小结 

数学规划或最优化是运筹学的一个重要分支，也是运筹学与管理科学中的主要建模工具 

和方法论。数学规划在工程、管理、经济和金融等领域有广泛和深入的应用。本章我们首先

介绍了数学规划问题、历史背景和研究现状，然后对我国数学规划的发展进行了简要概述并

提出了一些重要的研究问题和研究趋势。本章重点介绍了如下七个主要数学规划研究方向：

线性与非线性规，锥优化和鲁棒优化，变分不等式和互补问题，多目标优化和向量优化，整

数规划，组合优化，张量分析与多项式优化。对每一个研究方向，我们分别介绍了研究方向

概述、国内外研究现状分析和研究发展趋势与关键科学问题。我们希望本专题的内容能对我

国数学规划未来的发展规划有一定的指引参考价值，也能对数学规划的理论和应用工作者了

解该领域的背景和研究现状有所帮助。 
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