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数学无处不在 – 血液检测的数学模型和理论（三） 

胡晓东 

中国科学院数学与系统科学研究院 

今天我继续给大家介绍与血液检测相关的数学模型和理论：如何运用数学的

方法，用最少的成本（检验次数和时间），在大量的血液样本中准确地检验出哪

些是阴性的（好的），哪些是阳性的（坏的）。 

 

前两次我先后讲了两个模型，概率模型：假设事先已经知道所需检测的 N 个

样本中有 pN 个是阳性的，其中 0  p < 1；组合模型：假设事先已经知道所需检

测的 N 个样本中有 d 个是阳性的，其中 0 < d < N。同时介绍了相应的两个理论

结果，当 p 或者 d 比较小的时候，组合检测法需要的检测次数比逐一检测法需

要的检测次数少。 

今天我来介绍，上述的概率模型和组合模型不再适用的情况，亦即，我们有

N 个（血液）样本需要检测，但既不知道其中好的样本多还是坏的样本多，更不

知道究竟有多少个是坏的样本，我们该不该采用组合检测方法呢？针对这种情形，

1993 年 D.-Z. Du（堵丁柱）与 F. K. Hwang（黄光明）[1] 合作建立了竞争模型：

我们只有在检测出所有的坏样本以后，才能知道 N 个样本中有 d 个坏样本（可

能 d=0）。 

 根据前两次的介绍和分析，大家已经知道，如果 N 个（血液）样本中含有的

坏样本比较少，那么应该采用组合检测方法；否则应该采用逐一检测法。因而，

当我们没有关于 N 个（血液）样本中坏样本个数的任何信息时，就会面临如下

两难的选择：  
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面对上述困境，堵丁柱和黄光明两位教授是如何在竞争模型下设计有效的组

合检测法，并对其进行分析的呢？他们的方法是基于如下一棵二叉搜索树： 

 根节点在第一层（检测组含有所有样本），下面是第二层、第三层等等。 

 用广度优先搜索，在同一层的节点由左到右排序。 

 每一层的待检测组用二分法设计。在每一步，若检测出一个被污染的组 X，

则将其进行二分，得到两个子组 X’和 X’’，然后分别检测它们，其中 X’含有 

2log|X|-1 个样本，而 X’’ = X \ X’。 

 

 

 

 

 

 

 

上图给出了一个例子，其中 N=12，一共有 23 个待检测组。显然，当所有的

样本都是好的时候，只需要检测第 1 组（因为该组含有所有样本，检测结果显示

阴性，因而不需要再检测其他组）；然而，当所有的样本都是坏的时候，需要检

测所有的 23 个组（因为每次检测结果，都显示阳性），需要的检测次数远远大于

逐一检测法做需要的 12 次检测！ 

 

下图给出了当只有号样本是坏样本时，需要检测的 9 个组。（大家可以练

习一下，当仅有号样本或者号样本是坏的时候，两种情形都需要做 7 次检测。） 
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通过上面的例子我们发现，这个组合检测法在所给样本中坏样本比较少的时

候，用的检测次数比逐一检测法少，否则它比逐一检测法用的次数多。一个自然

的问题就是，这个组合检测法到底好不好呢？应该如何分析它的有效性呢？为此

堵丁柱和黄光明两位教授采用了竞争分析（competitive analysis）方法。 

给定 N 个（标了号的）样本，0dN，用 S(N, d)表示 N 个样本中有 d 个坏

样本的所有可能的实例组成的集合。对于一个检测算法 A，用 NA(s)表示它检测

样本实例 s 所需要的检测次数，并定义 

         MA( d | N ) = max {NA(s) | sS(N, d)}, 

称算法 A 是 -竞争算法如果存在一个常数 c 使得对任意 0<d<N，都有 

MA( d | N )   M(d, N) + c, 

其中 M(d, N)表示针对（未检测就）已知 N 个样本中含有 d 个坏样本的所有实例，

最优检测算法所需要做的检测次数。（这里我们排除了 d=0 和 d=N 这两种情形，

因为 M(0, N)=0 和 M(N, N)=0 而 MA( 0 | N )>0 和 MA( N | N )>0）。堵丁柱和黄光

明两位教授证明了如下定理（大意是：他们的算法在事先不知道 d 的值所需要的

检测次数不超过事先知道 d 的值所需要的检测次数的 2 倍。） 

定理  Du-Hwang 算法 B 满足 MB( d | N )  2M(d, N) + 5。 

上述结果中的系数 2 先后又被黄光明与合作者[3]和堵丁柱与合作者[4]用更加精

细的倍增（doubling）组合技巧改进到了 1.65。 

实际上，竞争分析方法是 1985 年由 D. D. Sleator 和 R. E. Tarjan [2]最先提出，

用于分析求解在线问题（online problems）的在线算法（online algorithm）的性

能。他们假设已知若干种事件都有可能会发生，但事先又不知道最终哪一种事件

将会发生，随着事件进程的不断发展，相关的信息逐步显现，在这个过程中，如

何即时地做出一系列决策，使得事件的整个过程结束时，所得收益都不会太差或

者费用不会太高。 

股票交易可以视为一个在线问题。每天股市开盘后，经纪人很难准确地知道

接下来的股市走势，但是他还需要根据已完成股票交易的信息，随时做出决策（不

能等到收盘），并在收盘时给客户带来比较稳定的、比较好的收益。要做到这一

点，他需要很好地考虑和平衡各种可能出现的交易进程，不能顾此失彼。 
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最后，竞争分析的核心也可以视为一个二人博弈：一方是在线玩家，另一方

是邪恶的庄家。庄家一次出一张“牌”，玩家看到一张牌以后，就要做出选择（他

不知道庄家以后会出什么牌）。庄家出牌的目的是，使得玩家做出的一系列选择

所产生的成本越高越好，同时自己所需要的成本越低越好。 

下一次我将给大家介绍一下，当允许检测出现错误：对一个没有坏样本的组

进行检测，结果显示阳性（有坏样本），或者对一个有坏样本的组进行检测，结

果却显示阴性（没有坏样本），我们又该如何快速地检测出坏样本？ 
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